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P R O L O G O
Desde mis estudios de licenciatura, he sentido una gran —  
atracciôn por la Geometria Axéomâtica, encuadrada en el contexte - 
matemàtico - filosôfico de los fundamentos, de la distincién cada - 
vez môs nitida entre la mera description del mundo fîsico y la des- 
nudez de la verdad matemética, que no précisa de ninguna referenda
a lo real y que, en conocida frase de Einstein,
"En la medida en que se refieren a la realidad, las leyes - 
de la Matemética no son ciertas; y en la medida en que son ciertas,
no se refieren a la realidad".
He seguido con mucho interés la evoluciôn del pensamiento - 
matemàtico, desde la primera organization deductiva de la Katercâti- 
ca griega que ha llegado a nosotros y que constituye el punto de —  
partida para toda elaboraciôn cientifica: "Los Elementos" de Eucli- 
des (14). El profesor Abellanas (1) hace una interesante y razona- 
da consideration de la matemética de "Los Elementos", como fotogra- 
fia de la infancia de nuestra matemética actual: en ella va estân - 
présentés todos los rasgos (léase, problemas fondamentales) de la - 
matemética de hoy.
Los reiterados esfuerzos para demostrar el V Postulado de - 
Euclides, estimulan el sentido trîtico de los matemâticos posterio- 
res y la comprobaciôn de lo errôneo de las demostraciones, va esta- 
bleciendo una cadena de propiedades équivalentes. Son de un parti­
cular interés los resultados de Saccheri (31) que, pese a su false- 
dad final, proporcionan un importante punto de partida para los es­
tudios siguientes: las conocidas hipôtesis del àngulo recto, agudo 
y obtuso. Con ellas, llegarâ Lobachewski (23), a una de las prime­
ras formulaciones de Geometria no euclidea. Los trabajos de Bolyai 
y Gauss principalmente, a la vez que presentan, desde otros puntos
de vista, Geonetrlss no euclîdeas, van abriendo una importante via 
de despegue de la Matemética con el mundo fîsico; Beltrami (7), al 
presentar un modelo de Geometria no euclidea, contenido en el marco 
de la euclidea, daré la garantis final para el reconocimiento total
de las Geometrias no euclîdeas, como un capitulo més de las cons--
trucciones mateméticas.
Esta situaciôn lleva a un deseo cada vez mis sentido de pre 
cisar los conceptos bésicos y formularlos con una gran independen—  
cia de su indudable valor como descripciôn del mundo fîsico. En el 
ultimo tercio del siglo XIX,Pasch (27) plantes, como un capitulo ce 
ro de su libro "Lecciones de Geometria Moderns", un conjunto de —  
axiomas que le garantice la solidez de sus estudios geométricos pos 
teriores.
Autores como Kennedy (19) discuten la prioridad del trabajo 
axiomético de Pasch sobre el de Peano (28), este ultimo menos cono- 
cido por la dificultad de su lectura.
Hilbert, en sus "Fundamentos de la Geometria" (16), propor- 
cionaré la gran construcciôn de la Geometria axiomética, punto de - 
referenda obligado para cualquier otra construcciôn. En su obra, 
ademés del deliberado intento por despojar a sus axiomas de toda —  
vinculaciôn con el mundo fîsico, se plantes por primera vez el pro­
blems de la compatibilidad del sistema y el de la independencia de 
sus cinco grupos de axiomas. La compatibilidad, a la vista del Teo 
rema de Godel, la "resolveré" del ûnico modo posible: estableciendo 
su Eolidaridad lôgica con un modelo suficientemente"fiable": la arit 
mética de los numéros reales. Consecuente con este planteamiento, 
demostraré la independencia de cada grupo creando modèles que veri- 
fiquen todos los axiomas salvo los del grupo que se contrasta.
Una interesante serie de trabajos, tales como los de Fieri 
(29) y (30), Veblen (33) y (34), Moore (25), Birkhoff (8) y (9). —  
Moulton (26), Maclane (24) y Huntington (17), etc, dan testimonio - 
del interés que la Geometria axiomética suscita en el mundo de la - 
Matemética.
Al margen de esta intencionalidad axiomética, pero siempre 
desde la preocupaciôn por el anélisis de los elementos geométricos, 
estudié con mucho interés el gran trabajo de Descartes (11), donde 
se plantea ya claramente la traducciôn de los conceptos geométricos 
al mundo més asequible y potente de los numéros y de lo algebraico.
Les relaciones entre la Geometria y el Algebra, tratadas —  
en un lenguaje axiomético por Baer (5), fundieron mis dos centres - 
de interés. En su Memoria, Baer, tras una necesaria descripciôn —  
axiomética del piano, pretende fundamentalmente poner de relieve —  
una serie de equivalencies entre propiedades algebraicas y geometry 
cas. El detallado estudio de este trabajo de Baer, de lectura muy 
laboriosa, juntamente con algunas aportaciones personales, constitu 
yeron mi Tesina de Licenciatura (15).
En el mismo aflo de la publicaciôn del trabajo de Baer, E. - 
Artin publica (2), donde se aprecia una linea anéloga, aunque con - 
una intencionalidad més claramente axiomética. A partir de un con­
junto de axiomas de formulation geométrica, llega a la construcciôn 
de un cuerpo (en principio totalmente arbitrario) y a la introduc—  
ciôn de coordenadas con los elementos de ese cuerpo. Esto es, se - 
llega a "afinizar" la Geometria, asignando a cada punto, una vez —  
eiegido un sistema de referencia, un par ordenado de elementos del 
cuerpo, y considerando cada recta como el conjunto de puntos cuyas 
coordenadas satisfacen una ecuaciôn lineal con coeficientes en el - 
cuerpo sehalado.
Con posterioridad Artin (3), completarla su estudio estable 
ciendo las equivalencies entre propiedades del cuerpo base y propie 
dades geométricas del piano afin construido sobre él.
Pues bien, en torno a que el Algebra y la Geometria no son 
en ffluchos casos sino distintos modelos de una misma verdad, la pré­
sente Memoria tiene por principal objeto el dotar a un conjunto de 
elementos taies como "puntos", "rectas" y "pianos" indefinidos, de 
una cierta estructura de espacio afin, en el sentido usual del tér- 
mino.
Para ello se propone un conjunto de axiomas de formulaei6n 
puramente geométrica que conducen a unos resultados algebraicos que 
nos permiten obtener esa cierta afinizaciôn buscada.
Cabe reseftar, ademâs, très importantes aspectos que se ex- 
pondrén con més detalle a lo largo de este prôlogo.
En primer lugar, la introducciôn de la axiomética se ha —  
efectuado, a diferencia de los autores que han tratado cuestiones - 
anélogas, a medida que los axiomas se han ido necesitando, lo que - 
corresponde a un tratamiento natural del tema. Esto ha dado lugar, 
por una parte, a una labor més ardua en la demostraciôn de las dis­
tintas proposiciones, pero ha posibilitado la obtenciôn del méximo 
partido de taies axiomas.
En segundo lugar, se ha tenido la intencionalidad exprèsa - 
de utilizar ûnicamente axiomas de formulaciôn geométrica, que han - 
conducido a resultados geométricos y algebraicos équivalentes.
Y, en tercer lugar, sefialamos la introducciôn de movimientos 
en el espacio, en nuestro caso las alineaciones, que nos permiten -
dotarlo de esa cierta estructura de espacio afin.
Segûn se observa en el breve estudio que se realize en es—  
te prôlogo, la introducciôn de movimientos en el espacio es una ca- 
racterlstica comûn de los distintos autores que se han interesado - 
en este tema, Artin (2), Baer (5), Bachman (4), etc. Esto ha con­
ducido a suponer que, sin ningûn tipo de movimientos, dotar al con­
junto de términos indefinidos de la estructura de espacio afin en—  
cerrarla una gran dificultad, o quizâs, fuera una tarea imposible.
Trataremos ahora de hacer un breve estudio de las axiomàti-
cas propuestas por los autores estudiados en los trabajos previos a
la realizBciôn de la présente Memoria.
E. Artin (2), en su artlculo "Coordinates in affine Geome--
try", trata en primer lugar, de construir un piano afin sobre un - 
cuerpo totalmente arbitrario. Para ello, formula très axiomas de - 
incidencia, que postulan:
La existencia y unicidad de la recta que pasa por dos puntos.
La existencia y unicidad de la recta paralela a otra por un pun­
to.
La existencia de très puntos distintos no alineados.
Como movimientos en el piano introduce las dilataciones: un 
tipo de biyecciones puntuales que verifican ciertas condiciones.
El estudio de la determinaciôn de una dilataciôn conduce a caracte- 
rizar un subconjunto importante de las dilataciones, el de las tras 
laciones, que es particularmente idôneo para admitir la estructura 
de grupo. El axioma 4a asegura que este conjunto de traslaciones - 
es un grupo simplemente transitive, le que en presencia de los axio 
mas anteriores implies la conmutatividad del grupo.
uCon este axioma y con la definiciôn de homomorfismo entre - 
traslaciones que conservan las direcciones, se deflnen las operacio 
nes en el conjunto de estos homomorfismos que hacen que dicho con—  
junto adquiera la estructura de cuerpo.
Sin embargo, los axiomas propuestos hasta ahora, suficientes 
para construir el cuerpo, no tienen aun la necesaria potencia para 
permitir la asignaciôn de coordenadas a cada punto. Es necesario, - 
por tanto, un nuevo axioma, el 4b que, en sus dos formas equivalen—  
tes, "simetriza" la Geometria, asegurando la existencia de suficien­
tes dilataciones, y la introducciôn de coordenadas.
Como vemos, la axiomética propuesta tiene una gran potencia 
y, en el trabajo de Artin, se puede observer la relativamente inme- 
diata consecuciôn de este primer objetivo a partir de tal axiométi­
ca.
Con posterioridad en (3), retoma la axiomética anterior y - 
demuestra que el conjunto de axiomas adoptado es equivalents al de 
cualquier piano afin sobre un cuerpo arbitrario. Con la oportuna - 
atribuciôn de significados demuestra que un tal piano verifica sus 
cuatro grupos de axiomas.
Los axiomas 4a y 4b garantizan, respectivamente, la existen 
cia de "suficientes" traslaciones y dilataciones. En presencia de 
los axiomas 1, 2 y 3, dichos axiomas 4a y 4b tienen una importante 
traducciôn geométrica: el piano asi obtenido es arguesiano.
Sobre este piano afin, extremadamente débil, se estudian —  
equivalencies detanto interés como las siguientes:
En el piano se verifica la configuraciôn de Pappus si, y sclo si, 
el cuerpo es conmutativo.
En virtud del Teorema de Wederburn sobre la conmutatividad 
de los cuerpos finîtes, se tiene que todo piano finite verifica 
la configuraciôn de Pappus.
El plane esté ordenado si, y sôlo si, el cuerpo es ordenado y no 
tiene caracteristica 2. En este ultimo caso, que corresponde a 
la Geometria de los cuatro puntos, el orden es trivial.
El piano tiene un orden arquimediano si, y sôlo si, el cuerpo —  
sobre el que esté construido es arquimediano.
Como consecuencia del resultado que establece que todo cuer 
po arquimediano es un subcuerpo del cuerpo real y, por tanto, con—  
mutativo, tenemos una interesante demostraciôn de que un piano ar—  
quimediano verifica la configuraciôn de Pappus. Nôtese que en prin 
cipio un piano puede ser ordenado y no verificar dicha configuraciôn.
Una interesante relaciôn entre el Teorema de Desargues y la 
verificaciôn de la configuraciôn de Pappus, la establece el conoci- 
do Teorema de Hessemberg: "La configuraciôn de Pappus implies la —  
verificaciôn del Teorema de Desargues". Veremos en la axiomética - 
propuesta en la présenté Memoria una corroboraciôn de este Teorema, 
al llegar directamente en presencia de nuestros axiomas, a la cons­
trucciôn del cuerpo conmutativo, esto es, de la Geometria de Pappus 
que implies en cierto modo la arguesiana.
R. Baer (5), a diferencia de Artin, no persigue tanto dotar 
de un Sistema axi«mético riguroso a unos términos indefinidos, cuan 
to estudiar los resultados de la Geometria elemental en los aspec—  
tos que tratamos a continuaciôn.
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Tras introducir el piano afin a partir de uno proyectivo en
la forma usual, postula cinco axiomas para una relaciôn del punto -
medio. Dichos axiomas son:
. Si C es punto medio de A y B, C esté en la recta determinada por 
A y B.
Si C es punto medio de A y B, C es punto medio de B y A.
Si A ^ B existe y es ûnico un punto C que es punto medio de A —
y B.
Si A 4 B son dos puntos, existe un ûnico C tal que B es punto —  
medio de A y C.
La relaciôn es invariante por paralelismo.
Demuestra que los axiomas 3 y 4 son redundantes si se veri­
fican los otros très, y que dicha relaciôn del punto medio es ûnica 
si se verifican los cinco axiomas.
Tras obtener propiedades geométricas équivalentes, bajo de- 
terminadas condiciones, a los axiomas 3 y 4, introduce ciertas trans 
formaciones en el piano que llama reflexiones. Los axiomas introdu 
cidos en la relaciôn del punto medio aseguran la existencia de un - 
numéro "suficiente" de reflexiones, lo que garantiza la existencia 
de otras transformaciones llamadas traslaciones.
En este momento lleva a cabo la introducciôn de coordenadas 
mediante un lema que remite a un trabajo suyo en el piano proyecti­
vo (6). La introducciôn de un piano afin a partir del proyectivo - 
se justifies por la utilizaciôn que hace de los resultados obteni—  
dos en el ultimo trabajo citado, en el que se refiere ûnica y exclu 
sivamente al piano proyectivo.
• Como es habituai en las construcciones axiomâticas, se aceptan los 
términos "relaciôn", "pertenencia", etc., con su significaco usual.
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A partir de aqui obtiene una serie de resultados algebrai—  
COS y geométricos équivalentes que relacionan propiedades del domi- 
nio de donde toma las coordenadas de los puntos con propiedades geo 
métricas del piano.
Ante la extrema debilidad de las propiedades de dicho domi- 
nio, introduce una segunda relaciôn. esta vez entre rectas del pia­
no. que es la de ortogonalidad, y que cumple los postulados siguien 
tes:
Para toda recta existe una recta ortogonal.
Si una recta es ortogonal a otra, la segunda lo es a la primera.
Si una recta es ortogonal a otra, toda paralela a la primera es
ortogonal a la segunda y toda ortogonal a la segunda es paralela 
a la primera.
A partir de aqui demuestra la equivalencia entre el Teorema 
de las alturas y la condiciôn de cuerpo conmutativo del dominio. 
Posteriormente, tal y como se habia anunciado, se estudian las pro­
piedades geométricas elementales, taies como:
La colinealidad de los puntos notables de un triângulo.
La unicidad esencial de la relaciôn de ortogonalidad en los pia­
nos afines de las caracteristicas conseguidas con los postulados 
introducidos.
Las propiedades de las bisectrices de los ângulos de un triângulo. 
La teoria de circules y su relaciôn con la ortogonalidad.
Una relaciôn de congruencia entre vectores, que es una a modo de
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métrica, y que puede inducir, y a su vez ser inducida, por una 
relaciôn de ortogonalidad bajo una serie de requisites.
Schnabel (32), en su Memoria, parte de un piano afin y de—  
muestra que, con la simple introducciôn de un axioma sobre la exis­
tencia de reflexiones respecte a très rectas concurrentes en condi­
ciones particulars*, es posible dotar a dicho piano de una configu­
raciôn euclidea.
Los trabajos de Schnabel (32), Bujanda (10), Dieudonné (12), 
Diller/Boczek (13), Karkel/Kist (18) y Lingenberg (20), (21) y (22), 
entre otros, muestran el interés que la Geometria axiomética sigue 
inspirando en la investigaciôn matemética actual.
Cabe sehalar, por ultime, que Euclides (14), Hilbert (16), 
Veblen (33) y Pieri (29) no pretenden en ningûn caso obtener esa - 
cierta afinizaciôn del espacio que el presents trabajo persigue, y 
si, en cambio, el tratamiento de la Geometria de modo sintético. 
Incluso el trabajo de Pieri, pese a basar su axiomética en el movi- 
miento, no pretende en absolute dotar al piano de ningûn significa- 
do algebraico.
Sin embargo, su estudio, asi como el resto de los autores - 
de la bibliografia ha sido muy interesante de cara, principalmente, 
al tratamiento de la compatibilidad e independencia de los axiomas, 
pues el trabajo tanto de Hilbert, como de Veblen, ha sugerido en al 
gunos casos, la construcciôn de los modelos donde se muestran tanto 
una como otra.
Pues bien, el presents trabajo pretende, en primer lugar, - 
un estudio de un piano entendido como conjunto de puntos y rectas -
(términos indefinidos), y una relaciôn de incidencia entre ambos, - 
al que se dota de una cierta estructura de piano afin mediante la - 
introducciôn de estos cinco axiomas:
AXIOMA I. Dados dos puntos distintos P y 0, existe una y sôlo —  
una recta 1 tal que P esté sobre 1 y Q esté sobre 1. 
Escribimos lmP*Q y decimos que P y Q estén alineados. 
AXIOMA II. Dados dos puntos distintos A y B alineados, existe un 
tercero C que no pertenece a la recta A ♦ B.
AXIOMA Illa. Existen una recta y para cada par de puntos de esa rec 
ta una alineaciôn que los intercambia.
AXIOMA Illb. Para todo par de puntos distintos y alineados, existe 
una alineaciôn que los intercambia.
Nôtese que, en presencia de los axiomas I y II 
el axioma Illb contiene al Illa.
La formulaciôn asi establecida se ha hecho pensando en 
desligar los resultados que pueden obtenerse utilizan- 
do solamente la formulaciôn débil Illa.
AXIOMA IV. Existe una relaciôn de ortogonalidad entre las rectas 
del piano que verifica
0.1 Para cada recta a existe una recta b distinta de 
a. tal que a es ortogonal a b.
0.2 a es ortogonal a b si y sôlo si b es ortogonal a ■
0.3 Si a es ortogonal a b, entonces a || a' es condi—  
ciôn necesaria y suficiente para que a* sea orto­
gonal a b.
0.4 Las alturas de un triângulo son concurrentes.
AXIOMA V. Completitud de Cantor.
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Estos axiomes, como ya se ha indicado, no se introducen des 
de un principio, y si a medida que se han ido necesitando. De he—  
cho, puede notarse la ausencia del postulado de las paralelas. Ello 
es debido a que este postulado es consecuencia lôgica de los axio—  
mas I, II, III y IV. Sin embargo, con vistas a mantener un orden - 
metodolôgico, se utilize dicho postulado, en principio, como hipôte 
sis.
Con el fin de obtener esa cierta afinizaciôn del piano, bas 
ta con introducir los axiomas I, II y Illa, junto con la hipôtesis 
de paralelismo (es decir, una cierta parte de los axiomas III y IV) 
pues segûn se demuestra son équivalentes los siguientes resultados:
La existencia de traslaciones en la recta a la que se refiere -
Illa.
La existencia de un sistema de referencia y una caracterizaciôn
de
a) Los puntos como pares ordenados de elementos de un cierto do 
minio F.
b) Las rectas como conjunto de soluciones de una ecuaciôn lineal 
con coeficientes en F.
El dominio F constituido por los puntos de una recta que —  
es aquella cuya existencia afirma el axioma Illa, es un grupo res—  
pecto de la adiciôn (obtenida mediante un transporte de estructuras 
con el grupo de las traslaciones) y posee una segunda operaciôn.
La definiciôn de la segunda operaciôn, la multiplicaciôn, se da en 
términos totalmente constructivos y no tiene una equivalencia inme- 
diata en términos de composiciôn de alineaciones. Esta multiplies 
ciôn asi definida, en principio, ni siquiera es manejable como tal 
operaciôn, esto es, no tiene la propiedad asociativa.
* Utilizamos el termine "dominio" al estilo de Hilbert, sin hacer - 
referencia a su habituai significado algebraico.
Para poder continuer el estudio propuesto, ae hace uao del
axioma Illb y ello permite asegurar que :
La alineaciôn que Intercambia dos puntos cualesquiera del piano 
es ûnica.
Las diagonales de un paralelogramo no son paralelas.
Si ABCD es un paralelogramo tal que A * B|| D + C y A * D | |
B * C. si F es un punto de la recta A * D tal que B * D M C + F.
entonces F » A^ , siendo j la alineaciôn de centro D.
La relaciôn entre puntos mediante alineaciones se conserva por - 
paralelismo.
El producto de dos alineaciones es una traslaciôn, y el producto 
de très alineaciones es una alineaciôn.
Si R es el grupo generado por las alineaciones, entonces el gru­
po de las traslaciones T es un subgrupo abeliano de Indice 2 da 
R.
Se obtiene ademés, la equivalencia de tal axioma con las —  
proposiciones.
El grupo de las traslaciones es simplemente transitive.
El piano es un piano afin sobre un dominio F que es distributive 
por la derecha y de caracteristica distinta de 2.
Es decir, una serie de propiedades geométricas, por un la—  
do, y algebraicas por otro, que, sin embargo, no nos permiten asegu 
rar més propiedades del dominio F. Es necesario introducir el axio
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ma IV para que F tenga la estructura de cuerpo conmutativo. A dife
rencia de E. Artin necesitaroos la introducciôn de un axioma de ca—
ràcter métrico para llegar a establecer que el dominio F tiene es—  
tructura algebraica de cuerpo. Nôtese, sin embargo, que el cuerpo 
que llegamos a construir tiene ya unas propiedades bien definidas.
Posteriormente se efectûa, al modo de Baer, un estudio su—
cinto de:
La colinealidad de los puntos notables de un triéngulo.
La concurrencia de las medianas en el caso de que el cuerpo sea
de caracteristica distinta de 3.
Las propiedades de las bisectrices de los éngulos de un triéngu­
lo.
La teoria de circules.
La relaciôn entre la conmutatividad del cuerpo base y cl Teorema 
de Pappus.
Hacemos notar que esta relaciôn entre la conmutatividad del
dominio y la configuraciôn de Pappus también la pone de relieve --
Hilbert al construir el célculo segmentario. La verificaciôn del - 
Teorema de Pappus (al que Hilbert se refiere como Teorema de Pascal 
en atenciôn sin duda a que este ultimo es una generalizaciôn del de 
Pappus) es équivalente a la conmutatividad del producto del sistema 
cartesiano que construye como base para el estudio de la semejanza 
y de las éreas, estudio que realize brillantemente sin recurrir al 
axioma de Arquimedes.
2:
La relaciôn existante entre el Teorema de Desargues y la —  
configuraciôn de Pappus, puesta de relieve en el Teorema de Hessem­
berg, aparece en nuestro contexto, al llegar directamente a la cons 
trucciôn de un cuerpo conmutativo.
Por ultimo, en lo referente al piano, se le dota de un or—  
den, estableciendo, en primer lugar, el orden en el cuerpo base me­
diante una aplicaciôn biyectiva con el cuerpo de los rationales, y, 
posteriormente,. trasladando el orden de éste a aquél.
Con el objeto de que el piano sea complete, se introduce el 
axioma V que asegura la completitud del cuerpo base F, y posterior­
mente, se ordena F, y, por tanto el piano, segûn el cuerpo de los 
reales. La ordenaciôn del piano se efectûa de tal manera que dados 
très puntos ordenados y alineados, la ordenaciôn se conserva o se in 
vierte en las proyecciones paralelas.
Posteriormente, y con el objeto de àar un carâcter riguroso 
a la axiomética del piano, se demuestra la compatibilidad eligiendo 
un modelo que muestre la solidaridad lôgica de los axiomas con él, 
y la independencia de los axiomas, construyendo cinco modelos que - 
cumplen cuatro de los axiomas y no verifican aquél cuya independen­
cia se quiere demostrar.
El estudio propuesto séria limitado si nos detuviéramos en 
el piano. Por ello, se efectûa una generalizaciôn al espacio comen 
zando por el de très dimensiones. Por supuesto, la axiomética formu 
lada para tal espacio pretende ser una generalizaciôn de la del pla 
no, esto es, que la restricciôn a cualquier piano nos proporcione - 
un piano isomorfo al descrito en el primer capitulo. Mas aùn, de - 
hecho, el espacio que construimos cabe considerarlo de modo infor—  
mal como union, en las condiciones adecuadas que garanticen los —
axiomas, de una serie de pianos como el construido en el capltu—  
lo 1.
Asi pues, el espacio es un conjunto formado por très con- 
juntos: uno de "puntos", otro de "rectas", y otro de "pianos", in 
definidos, en el que existen dos relaciones binaries de incidencia 
entre puntos y rectas, y puntos y pianos. Para estos términos se 
proponen los siguientes
AXIOMA I.
AXIOMA II.
Si existen dos puntos distintos P y Q, existe una y —  
sôlo una recta 1 tal que P esté situado sobre 1 y Q —  
esté sobre 1. Escribimos y decimos que P y Q es­
tén alineados.
Si existen dos puntos distintos alineados P y Q, exis­
te un punto N no alineado con ellos.
AXIOMA III. Si existen très puntos distintos no alineados P, Q, N
y alineados dos a dos, existe un ûnico piano ex que —
los contiene.
AXIOMA IV. Si dos pianos ot. y /3 tienen un punto comûn, tienen al 
menos otro punto comûn.
AXIOMA V. Si existen très puntos P, Q, N no alineados y alinéa—
dos dos a dos, existe un punto T no coplanario con —
ellos.
AXIOMA VI. Para cada par de puntos distintos y alineados del espa 
cio, existe una alineaciôn que los intercambia.
AXIOMA VII. Existe una relaciôn de ortogonalidad entre las rectas 
de cada piano del espacio que verifica 0.1, 0.2, 0.3 y 
0.4 (Las mismas propiedades del piano)
AXIOMA VIII. Completitud de Cantor.
Como puede observarse, no se postulan como axiomas el de - 
las paralelas y el de incidencia que afirma que si una recta tiene 
dos puntos en un piano, todos sus puntos pertenecen al piano; esto 
es asi, porque segûn se demuestra posteriormente taies proposicio­
nes son consecuencias lôgicas de los axiomas VI y VII. Cabe aAa—  
dir que al objeto de que la generalizaciôn sea tal que la restric­
ciôn a cualquier piano del espacio nos proporcione un piano isomor­
fo al descrito en el Capitulo 1, la definiciôn de alineaciôn exige, 
ademés, que una recta y su transformada sean coplanarias.
Tras la introducciôn de los seis primeros axiomas, se lle­
ga inmediatamente a que
Si una recta 1 tiene dos puntos P y Q en comûn con un - 
piano oc , todos los puntos de 1 pertenecen a cX ,
y, ademés, a resultados geométricos referentes a las alineaciones 
que permiten dar un criterio constructivo para obtener el transfor 
mado de un punto dado.
Posteriormente, se deducen resultados similares a los del 
piano, taies como:
Una alineaciôn que intercambia dos puntos cualesquiera del espa 
cio es ûnica.
Las diagonales de un paralelepipedo no son paralelas.
Si ABCD es un paralelogramo tal que A + Bll D * C y A  + D|| B + C 
si F es un punto en A + D, tal que B ♦ D I I  C ♦ F, entonces —
F m A^, siendo j la alineaciôn de centro D.
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La relaciôn entre puntos mediante alineaciones se conserva por 
paralelismo.
La existencia y unicidad del piano paralelo a otro por un punto 
dado.
Tras définir las traslaciones en el espacio de la forma —  
usual, se demuestra que:
El producto de dos alineaciones es una traslaciôn, y el produc­
to de très alineaciones es una alineaciôn.
Para todo par de puntos existe una alineaciôn que los intercam- 
bie si y sôlo si el grupo de las traslaciones es simplemente —  
transitive.
Se introducen posteriormente coordenadas en el espacio, —  
previa elecciôn de un sistema de referencia. Dichas coordenadas - 
se toman de un dominio F que es uno de los ejes de dicho sistema - 
de referencia. Se define la adiciôn en los elementos del dominio 
mediante un isomorfismo con el grupo de las traslaciones,y la mul­
tiplicaciôn de forma un tanto més complicada que en el piano, pero 
también de modo constructivo. Sin embargo, la demostraciôn de las 
escasas propiedades de la multiplicaciôn en el dominio F, se efec­
tûa en el piano de referencia determinado por F y otro eje de coor 
denadas.
De esta forma se consigne una cierta afinizaciôn del espa­
cio al caracterizar los puntos mediante temas de elementos de F y 
los pianos como conjunto de soluciones de ecuaciones lineales con 
coeficientes en F
A continuaciôn, se demuestran propiedadea de F bajo cier—  
tas condiciones geométricas que se cumplen en el piano de referen­
d a  antes citado , taies como:
El grupo de las traslaciones en dicho piano es simplemente tran 
sitivo si y sôlo si
(1) (u ♦ v)m - im ♦ v« para u, v, w e F
Si F satisface (1), entonces son équivalentes
(2) 1 + 1 f o
(iii) Las diagonales de un paraleloplano no son paralelas 
en el piano de referenda.
(e) Existe una alineaciôn en dicho piano.
Nôtese la analogie entre la construction del dominio para 
el piano (se imponen condiciones solamente para una recta) y para 
el espacio (se imponen condiciones para un piano).
Sin embargo, estas condiciones no permiten a F alcanzar —  
una estructura de cuerpo. Para ello es necesario introducir el —  
Axioma VII. Con ello se consigue que F tenga la estructura de cuer 
po conmutativo.
Pues bien, a partir de aqui es posible demostrar la exis—  
tenda de una nueva relaciôn de ortogonalidad entre las rectas del 
piano de referenda que contiene a F y a un segundo e je de coorde- 
nadas; y de una relation de ortogonalidad entre rectas cualesquie- 
ra del espacio no necesariamente coplanarias, que es compatible —  
con la anteriormente existante en el piano de referenda.
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Esta ultima relaciôn de ortogonalidad entre rectas del es­
pacio, nos conduce naturalmente a demostrar la existencia de una -
relaciôn de ortogonalidad entre recta y piano que cumple las si--
guientes condiciones:
0.1' Para todo piano oc existe una recta a tal que a es -
ortogonal a ex , y recîprocamente, para toda recta a
existe un piano oc que es ortogonal a a.
0.2' es ortogonal a a si y sôlo si a es ortogonal a 0-.
0.3' Si cx es ortogonal a a, son condiciones necesarias y
suficientes que ex. Il  y a It a*, para que oC' X  a
y a'J. ex, respectivamente.
0.4' En todo triingulo las alturas son concurrentes.
La cuestiôn del orden en el espacio se estudia de forma si 
milar a la del piano. En primer lugar se compléta el espacio, corn 
pletando previamente el dominio F, mediante el axioma VIII y des—  
pués se ordena aquél segûn F; para lo cual se establece una aplica 
ciôn biyectiva entre F y K, trasladando el orden de este a aquél.
Se demuestra finalmente que el orden en cada recta se con­
serva o se invierte en las proyecciones paralelas, con lo cual el 
espacio queda convenientemente ordenado.
La compatibilidad de los axiomas se ha tratado en el espa­
cio de forma an&loga a la del piano, es decir, se ha elegido un —  
modelo en el que se verifiquen los ocho axiomas, que es R^. En la 
cuestiôn relative la independencia se han construido ocho modelos, 
en cada uno de los cuales se verifican siete de los axiomas y no -
se verifies aquél del que se quiere mostrar la independencia. Es 
de seflalar la dificultad que ha presentado la construcciôn de ta­
ies modelos.
En la realizaciôn de la presents memoria, se pensé conti—  
nuar la generalizaciôn al espacio n-dimensional. Sin embargo, an­
te los dos posibles caminos abiertos para tal generalizaciôn, el - 
algebraico y el geométrico, se comprobô.tal y como se realize en - 
el apéndice, que el primero conducla a un modo de trabajo no acor- 
de con el mantenido, fundamentalmente geométrico, a lo largo de la 
memoria y a una teorîa cuyos resultados ya han sido suficientemen- 
te estudiados; y, el segundo, a una multiplicidad de axiomas geomé 
triCOS, cuya enunciaciôn forzosamente ha de ser reilizeda en forma 
algebraica, via inducciôn, lo que lleva a la no consecuciôn del —  
objetivo planteado al comienzo del trabajo.
Por todo ello se ha dado por finalizada la presents Memo—  
ris, optando en la generalizaciôn al espacio n-dimensional por el 
modo algebraico que se aparta radicalmente de los objetivoa preten 
didos en la misma.
c A P I T U L o 1
EL PLANO AFIN. COORDENADAS, ORTOGONALIDAD 
Y ORDEN
æ1.0 nrnwooccioit
Este cspltulo es b&slco en cusnto que la construcciôn —  
del espacio tridimensional y la posible extensiôn al espacio n-di­
mensional, no solamente comprenden como caso particular este piano, 
sino que, ademàs, tienen un importante punto de apoyo en consecuen 
cias derivadas de este capîtulo.
Se enuncian en primer lugar los dos axiomas de inciden—  
cia, caracteristicos de un piano, es decir, que dos puntos determ^ 
nan una ûnica recta y que dados dos puntos distintos alineados —  
existe un tercero no alineado con ellos. El segundo axioms se ha 
formulado de una forma tan débil con el propôsito de demostrar la 
independencia de los axiomas.
Inicialmente se propuso como axioma la existencia y unic^ 
dad de la paralela a una recta por un punto. Posteriormente, al - 
tratar la independencia de cada axioma con respecto a los dem&s, - 
se pudo comprobar que tal proposiciôn dépendis lôgicamente de los - 
axiomas I al IV. Por ello, aun cuando con vistas a mantener un or 
den metodolôgico se ha conservado en el lugar que ocupaba, se su—  
braya, sin embargo, su condiciôn de hipôtesis, ya que posteriormen 
te se demuestra la dependencia a la que acabamos de aludir.
El axioma III se presents desglosado en el axioma Illa y 
axioeia Illb, con el objeto de estudiar aisladamente las consecuen- 
cias que pueden deducirse de la forma débil Illa, ya que ésa es —  
una de las lineas bâsicas del présente trabajo.
El axioma Illa asegura la existencia de alineaciones so­
bre una recta del piano. Con la adiciôn de este axioma a los dos
29
anterlores y la hipôtesis de paralelismo, se consigue una cierta 
afinizaciôn del piano segûn se muestra en el Teorema 1.7, en el - 
sentido de que la existencia de traslaciones en la recta en la —  
que existen alineaciones es equivalents a que se pueda elegir un 
sistema de referenda consistante en très puntos y que se puedan 
caracterizar los elementos de dicho piano de la siguiente manera:
Cada punto del piano por un par de elementos de un do 
minio F
Cada recta por el conjunto de soluciones de una ecua- 
ciôn lineal con coeficientes en F.
Dicho dominio F. que esté constituido por los puntos de 
la recta en la que el axioma Illa asegura la existencia de alinéa 
clones, es un grupo respecto a la adiciôn, operaciôn que se co­
rresponde con la composiciôn de las traslaciones, y poses una se- 
gunda operaciôn, la multiplicaciôn, que no tiens una equivalencia 
inmediata con la composiciôn de alineaciones.
Con respecto a la multiplicaciôn y, en ausencia del axio 
ma Illb, la estructura multiplicativa de F es extremadamente dé—  
bil. Ni siquiera es asociativa.
El axioma Illb asegura la existencia de alineaciones que 
intercambia dos puntos cualesquiera del piano, ello permits asegu 
rar, segûn se muestra en los Teoremas I.lla y I.llb, ademàs de una 
serie de propiedades geométricas, que la caracteristica de F es 
distinta de 2 y que la operaciôn multiplicaciôn es distributive - 
con respecto a la adiciôn por la derecha.
Sin embargo, aûn no se puede asegurar més propiedades del 
dominio F. Para ello debemos introducir el axioma IV (de la orto-
gonalidad) y se llega al resultado importante de que, defir.ida una 
relaciôn de ortogonalidad en el sentido usual, en presencia de los 
très primeros axiomas, es equivalents que las alturas de un tri&n- 
gulo sean concurrentes y que F tenga la estructura de cuerpo con—  
mutativo, lo que esté demostrado en el Teorema 1.13.
Moviéndonos siempre en el estudio de la geometrla elemen­
tal, se trata posteriormente la colinealidad de los puntos nota--
bles de un triingulo, y se llega al resultado que nos asegura el - 
paralelismo de las medianas de un triingulo si la caracteristica - 
del piano es 3 y su concurrences, si la caracteristica es distinta 
de 3.
Tras obtener algunos resultados sobre las bisectrices de 
los ingulos, que relacionan una serie de propiedades de las bisec­
trices de los ingulos de un triingulo con la estructura de cueroo 
de F, se inicia un estudio de la teoria de cîrculos, donde se po—  
drla, a su vez, comenzar con los giros, y también, el estudio de - 
la relaciôn entre el Teorema de Pappus y la conmutatividad del —  
cuerpo base.
Finalmente, se trata de ordenar el piano, ordenando pre­
viamente el cuerpo base de dicho piano.
Esta ordenaciôn se efectùa cuidadosamente, obteniendo, - 
en primer lugar, que dicho cuerpo es denso en presencia de los —  
axiomas I, II, III y IV y, en segundo lugar, estableciendo una - 
aplicaciôn biyectiva entre los elementos del cuerpo yQ, y ordenan
do aquéllos segûn fi. Sin embargo, no podemos asegurar que el --
cuerpo F sea completo, por lo que aüadimos e nuestra geometrla el 
axioma V que no es sino el de completitud de Cantor, con lo que —
nuestra labor sobre el piano axiomatizado de esta manera ha con--
cluido.
1.1 ALINEACIONES
Sean doa conjuntoa, uno de "puntos” y otro de "rectas", y 
una relaciôn binaria entre un punto dado P y una recta dada 1, "P 
esti(situado) sobre 1" (PC 1); esta relaciôn puede ser verdadera 
o falsa para el par formado por P y 1.
Todos los axiomas pueden ser expresados en términos de es 
ta relaciôn. Sin embargo también utilizaremos expresiones équiva­
lentes a la relaciôn binaria con el objeto de aligerar el lenguaje, 
como "P pertenece al", o "1 contiene a P", o, "1 pasa por P". Si
P esté a la vez sobre 1 y m, podemos decir que 1 y ■ se encuentran
en P, y si P es el ûnico punto sobre 1 y m, diremos que "1 y m se
cortan en P", o que "P es la interaecciôn de 1 y m".
Definiciôn I.l
Sean 1 y ■ dos rectas taies que 1 « m, o bien que ningûn 
punto P esté a la vez sobre 1 y ■; entonces decimos que 1 y ■ son 
paralel's, y escribimos 1 II a. Si 1 y a no son paralelas escribi- 
mos 1 if a.
Si 1 if a, entonces existe al menos un punto P a la vez so 
bre 1 y a.
AXIOMA I
Dados dos puntos distintos P y Q existe una y sôlo una 
recta 1 tal que P esté sobre 1 y 0 esté sobre 1. Escribimos 
1 - P ♦ Q.
Si ijfm, existe exactsmente un punto P a la vez sobre 1 y 
m. En efecto, si existieran dos puntos, el axioma I llevaria a —  
1 > ■ y, por tanto, iQm.
Hipôtasis (H)
Dados un punto P y una recta 1, existe una recta y sôlo - 
una recta ■ paralela a 1 que pasa por P.
Nota: Indicamos este axioma con el nombre de "Hipôtesis", para dis- 
tinguirlo de los otros, ya que se demostrarâ en el Teorema —  
1.14 que depends lôgicamente de los restantes axiomas.
TEOREMA 1.1
El paralelismo es una relaciôn de equivalencia.
Demostraciôn
Esta relaciôn es evidentemente reflexiva y simétrica. Pa
ra establecer la transitividad, supongamos l^U 1^ y l^ jj 1^ . Si no
existe ningûn punto a la vez sobre 1, y 1_ . , H , -1 3 entonces Ij^ H 1^ . Si -
existe un punto P a la vez sobre 1^ y 1^ , entonces 1, ■ 1^ por hi­
pôtesis y también l^H 1 .^
Definiciôn 1.2
Una clase de equivalencia de rectas paralelas se llama 
haz de rectas paralelas.
TKMttMA 1.2
Si existen très haces distintos W, . de rectas
paralelas, entonces todo haz T1 contiene el missio numéro de rectas, 
y este numéro es igual al numéro de puntos sobre toda recta dada.
Demostractdn
Sean 1 una recta de TI, y m una recta de . Tencsos - 
que iJMTm y, por tanto. existe un ûnico punto P situado en 1 y m. 
Por otra parte, sea Q un punto cualquiera de 1. Existe exactsmente 
una recta s* Il m, es decir, una recta m* de . tal que Q esté - 
sobre m'. Tcnemos asi una correspondencia biunlvoca entre los pun 
tos de 1 y las rectas de : el numéro de puntos de 1 es el mis- 
mo que el numéro de rectas • Hemos establecldo pues el resul­
tado siguiente: Dados dos haces distintos, cada recta de uno de los 
haces contiene tantos puntos como rectas hay en el otro haz. Si T 
es un haz cualquiera, es ciertamente distinto de al menos dos de - 
nuestrcs haces. Por ejemplo TT TT, y "H i tlx El nûmero -
de puntos de una recta de 7T, es igual al nûmero de rectas de 'ïï , 
asi como al numéro de rectas de . y el teorema résulta fécil —  
mente.
AXIOMA II
Dados dos puntos distintos A y B alineados existe un ter­
cero C que no pertenece a la recta A*B.
Este axioma no asegura la existencia oe très puntos no —  
d.ineados ai no asegurar a existencia de oos puntos distintos.
5in embargo, este da lugar a doa tipos distintos de geometrla, una 
en la que no existiera més que uno o ningûn punto sin rectas, o —  
bien uno o ningûn punto y cuyas rectas fueran las de un haz de pa­
ralelas sin puntos o un ûnico punto y el haz de rectas que contie­
ne a ese punto y ninguno més; o bien a una geometrla en la que —  
existiesen dos puntos distintos y en consecuencia très no alinéa—  
dos.
Evidentemente el estudio presente se refiere a este segun 
do tipo de geometries, por considerarlo el més interesante, ya que 
los restantes exiomas se verifican por el vacio en el primer tipo.
En el resto del trabajo pues, consideraremos ûnicamente - 
este segundo tipo de geometries.
Las rectas A+B y A*C no son paralelas, si no (puesto que 
contienen a A) serlan iguales y C estarla sobre A+B. Por la misma 
raz6n A+B i* B+C y A+C ^ B+C. Existen, pues, al menos très haces - 
distintos de rectas paralelas.
Definicite 1.3
Una aplicaciôn biyectiva f entre los puntos del piano se 
denomina alineaciôn*respecto a un punto R si
a) f2 . 1, f ^  1
b) R^ = R (R es el ûnico punto fijo de f)
c) Si P, Q, T son puntos distintos y alineados, P^, Q^,
estén también alineados.
d) Para todo P del piano R 6 P + P^
* Nôtese que en la geometrla euclldea ordinaria, las alineaciones 
se corresponden con las simetrias centrales.
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Axiom III m
Existen una recta y para cada par de puntos de esa recta 
una alineaciôn que los intercambia.
Corolario I.l
Si f es una de las alineaciones que se postulan en el axio 
ma Ilia respecto a un punto R, entonces para todo par de puntos P 
y Q del piano se verifies que P ♦ Q II P^+ Q .
Deax>str«ci6n
Sean P y Q dos puntos distintos cualesquiera del piano, y 
f la alineaciôn con respecto a un punto R, entonces:
1) Si R 6  P + Q , R 6 P^+ 0*^ , y como H * P  + P^ y R & Q  + Q^ , 
results que P + Q = P^+ y P ♦ Q H P^+ .
2) Si R ^  P + Q, entonces como RfiP + P^ y R e Q  + 0^ las rec­
tas P + P y Q + Q tienen como ûnico punto comûn R ya que si 
tuvieran un segundo punto comûn serlan la misma recta y esta—  
riamos en el primer caso. Entonces P ♦ Q y P^+ son para­
lelas puesto que si tuvieran un punto comûn, éste séria fijo y 
distinto de R, lo que no puede ser.
Corolario 1.2
Si f es una alineaciôn de las que se postulan en el axio­
ma Illa referida a una recta m, se verifies que si R es su centre
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y P y 0 dos puntos de m que intercambien f, existen puntos S y T - 
no en ■ taies que P + SIIQ + T y P  + T H O  + S y R ,  S, I estén —  
alineados.
Pssw t rsciân
Sea S un punto cualquiera del piano no en * y T * S^, en­
tonces résulta que R, S, T estén alineados, y P  + SllQ + T y —  
P ♦ T H  9  ♦ S  por el corolario 1.1.
Nota: Es de hacer notar que si existiera una alineaciôn que inter- 
canbiase dos puntos cualesquiera del piano, se verificarlan 
los dos corolarios anteriores, pero esta exigencia séria ex- 
cesiva, por ahora, para el objeto de nuestro trabajo.
rtOKEMA 1.3
Si existe una alineaciôn que intercambia dos puntos alinéa 
dos cualesquiera del piano, dicha alineaciôn es ûnica.
PsMostraciôn
Supongamos dos puntos del piano P y 0 taies que P ^ Q y 
scan f y f* dos alineaciones distintas de centros R y R* respecti­
vamente que intercasibian P y Q. Sea S un punto cualquiera del pla
no no en P + Q. Segûn la nota del corolario 1.2, T - S y T * « S  
son taies que P + Tll Q + S y P  + T'H Q + S ,  lo que implies que - 
P + T H P  + T* y P  + T m P  + T'; por otro lado P + S || 9 + T y -
P ♦ S H 9 T*, lo que implies que 9 ♦ T ■ 9 ♦ T*, y puesto que —
P ♦ T ^ 9 ♦ T, résulta que T ■ T*, y f ■ f•.
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TEOREMA 1.4 (Axioma de fano)
En las condiciones del Teorema 1.3, las diagonales de un 
paralelogramo no son paralelas.
Denostraciôn
Sean A, B, A*, B* un paralelogramo tal que A + B || A'+ B' 
y A ♦ B* y A" * B y f la alineaciôn que intercambia A y A", cuyo -
centro Rt A + A", siendo A + A' una diagonal. Como A + B'II A'+B'^
y A'+ B' y A * B'^, se deduce que A ♦ B*^ * A + B y A *  B'^- A'+ B
entonces B'^> B, y en consecuencia, RcB+B*
Corolario 1.3
En las condiciones del teorema 1.3 las diagonales de todos 
los paraielogramos que tienen una diagonal comûn a todos ellos se 
cortan en un mismo punto.
Demostraciôn
Segûn el teorema 1.4 el punto de intersecciôn es el centro 
de la alineaciôn que intercambia los vértices de la diagonal comûn.
TEOREMA 1.5
En las condiciones del teorema 1.3 si A, B, C, D es un pa 
ralelogramo tal que A + B||D + C y A  + D||B + C, si F es un pun-
to en A + D tel que B + D || C + F (ver figura 1), entonces F « A 
siendo j la alineaciôn de centro D.
FIG.l
Demostrac iô n
Notemos por L el punto comûn de las rectas A + B y C + F 
(no pueden ser paralelas pues si no. existirian dos paralelas a - 
C + F por B); y por K el punto unîvocamente determinado tel que —
A + K l l F + L y F  + KllA + L. Ademàs, sean M - (A + K)(C + D), -
N . (F + K)(B + D). R . (D + F)(C + N). 5 - (B + C)(D ♦ L) y —
T . (A + D)(B ♦ M).
Sea f la alineaciôn que intercambia C y D. Esta alinéa—  
ciôn intercambia B y  F, y L y H (corolario 1.3) por tanto, C + NHL+D. 
Sea s la alineaciôn que intercambia B y D. Esta alineaciôn inter­
cambia C y A, y L y N, lo que prueba que D + L It N + B. La trans-
formaciôn gf manda C sobre B y N sobre N. y transforma toda recta 
en otra paralela, ya que f y g tienen esta ûltima propiedad.
De aqui B + C y N + N son rectas fijas por gf. En efecto, 
para todo punto X de B + C, X + C se transforma en una paralela a - 
X + C ,  y como X*^+ X*^+ B, esta ûltima tiene que ser B ♦ C y
B + C.
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Anilogamente para N + N. Si estas rectas no son paralelas,
tendrian un punto comûn W, y • séria punto fijo de gf. Entonces -
« * y y se seguirla del Teorema 1.3 que f ■ g. Pero
esto es imposible pues implicaria B > C. Hemos mostrado que 
B + C II N + N.
Existe finalmente una alineaciôn h que intercambia D y N,
intercambia A y N y ademàs B y K. De aqui, por lo anterior,B+M H D+K.
Por tanto, D * L y D + K son rectas paralelas y en consecuencia,
D, L, K son puntos alineados y AXFX es un paralelogramo cuyas dia­
gonales se encuentran en D, lo que prueba que P * A^, siendo j la- 
la alineaciôn de centro D.
TEOREMA 1.6
En las condiciones del Teorema 1.3 si P y Q son dos pun—  
tos distintos y R el centro de la alineaciôn que los intercambia.
Si P', 0't R' son puntos alineados y existen très rectas diferen—  
tes paralelas p, q, r taies que P * P' ■ p, Q + Q' * q, y R ♦ R*» r, 
entonces R* es el centro de la alineaciôn que intercambie P* y Q*.
PesKwtraciôn
Se efectuarà en una serie de apartados:
1} Supongamos que P m P', R f R' y Q ^ Q', R + R* || Q + Q*. Luego 
existe un solo punto T tal que T + P* U R + Q' y T + Q*ll P + R.
Es consecuencia del corolario 1.3 que T, R y R" estàn alineados 
y que ademàs T + R ' W  Q ♦ 0*, luego R* es el centro de la ali—  
neaciôn que intercambia P' y Q*, segûn el Teorema 1.5.(Ver fig. 2)
FIG. 2
2) Supongamos ahora que P ♦ Q || P* * Q', entonces P + Q' tendri un
punto en comûn con R + R' que llamaremos N. Por lo demostrado
en 1 ) M es el centro de la alineaciôn que intercambia P y Q*. y
en consecuencia R* es el centro de la alineaciôn que intercam—
bia P* y Q'.
3) Supongamos ahora que P + Q es no paralela a P* + 0 ’ y P f P', -
entonces sea w la recta paralela a P* + Q' que pasa por Q. En­
tonces el punto wr es centro de la alineaciôn que intercambia -
wpyQ por 1); y R' es el centro de la alineaciôn que intercam—
bia P* y 0*.
1.2 TRASLACIONES
Definiciôn
Una aplicaciôn biyectiva t entre los puntos del piano se 
llama traslaciôn si
a) X ♦ Il Y + Y* en el caso de que X e Y no son puntos fijos de t.
<1
b) X + Y W X* + Y* para X ^  Y.
Si la traslaciôn t es distinta de la identidad, entonces 
las rectas paralelas a las que se refiere la condiciôn (a) forman 
el mismo haz de rectas paralelas.
Es inmediato que una traslaciôn con un punto fijo es la - 
identidad. Asimismo dos traslaciones son iguales si existe un pun 
to que es transformado por ambas traslaciones en el mismo punto. 
Las traslaciones forman un grupo T. Este grupo es conmutativo si 
existen traslaciones con diferentes direcciones.
LEWA 1.1
En las condiciones del Teorema 1.3, el producto de dos - 
alineaciones es una traslaciôn. y el producto de très alineaciones 
es una alineaciôn.
Deamstraciôn
Si f es el producto de un cierto numéro de alineaciones, 
entonces se cumple la propiedad (b). Si el punto P no es un punto 
fijo por f, entonces la recta P * P^ es fija por f, ya que es en—  
viada por f a una recta paralela que pasa por P .
Si r y s son alineaciones, se sigue del Teorema 1.3 que -
la existencia de un punto fijo de rs implies que r « s, ya que si
W ™  »•,¥** » W* y ademàs que rs « 1.
Pero si rs no tiene punto fijo, entonces se sigue del re­
sultado del primer pàrrafo de la demostraciôn que todas las rectas 
P ♦ P ™  son paralelas por ser rectas fijas y no tener puntos fijos. 
lo que demuestra que ra es una traslaciôn.
Si t es uns traslaciôn y r una alineaciôn respecto a un ■ 
punto R, y si P es un punto, entonces P ♦ P* Il P*"^  ♦ (P***)*, por - 
(a) y P ♦ P^^ 11 P* ♦ (P***)^ , por (b). Esto implies que P^ ■ P*^ 
(pues P^ y P ^  son los extremes de la diagonal del paralelogramo y 
el transformado de P por r tiene que ser el otro extreme de la dia 
gonal, es decir, P^*), o también r » trt, ademàs, ■ 1; y ahora 
es fàcil demostrar que rt es una alineaciôn. En efecto, rt es bi- 
yecciôn pues es composiciôn de biyecciones, y ademàs,
a) Si f m trt se verifies que - rtrt « (rt)* > 1, si r ^ 1, en­
tonces rt / 1 .
b) Si P y Q son dos puntos distintos, entonces P + Q H  P^ ♦ Q^, —  
como r es una alineaciôn, P* ♦ 0* Il P*^ ♦ Q*"^ , y por tanto, —  
P ♦ Q 11 P**^  ♦ <^, con lo que se cumple la condiciôn de que rt 
transforma puntos alineados en puntos alineados, y toda recta - 
en una paralela. De aqui se deduce inmediatamente que R €. 
P * P ^  para todo P del piano.
c) Bastari, por fin, calcular el centro de la alineaciôn rt. Pa­
ra ello, bas taré demostrar que P, Q, P*** y Q*** son los vértices 
de un paralelogramo cuyas diagonales se cortan en un punto que 
serà el centro de la alineaciôn (ver fig. 3).
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Ya hemos visto que P ♦ 0 11 P**^  ♦ Veamos que Q ♦ P*"^
II P ♦ con lo que habremos terminado. Pero Q ♦ P*"^  II Q^+ P^^
. Q *  * p T  II 0 * * ^  ♦ P** - ♦ P.
En consecuencia, hemos demostrado también que t r r 
con lo que se verifies el siguiente hecho.
Corolario 1.4
Si R es el grupo generado por las alineaciones, entonces 
T es un subgrupo de Indice 2 en R, y T es abeliano.
Una consecuencia inmediata del Lema 1.1 y del Teorema 1.3 
es el importante resultado siguiente.
Corolario 1.5
Existe para todo par de puntos distintos alineados una 
alineaciôn que los intercambia si, y sôlo si, el grupo de las tras 
laciones es simplemente transitive.
Pesostraciôn
1) Si para todo par de puntos distintos existe una alineaciôn que 
los intercambia, por el Teorema 1.3 esa alineaciôn es ûnica y - 
en consecuencia, existe una ûnica alineaciôn para cada R del —  
piano que tiene R como centro.
Bastaré con probar que para todo par de puntos distintos 
P y 0 del piano existe una traslaciôn t tal que Q » P^. Pero -
como existe una alineaciôn r tal que P** « Q, si R es el centro 
de esta alineaciôn, entonces existen sendas alineaciones y - 
rg taies que R • P**l y R*^ 2 • g, en consecuencia, t « **2^1 —
por tanto, T es simplemente transitivo.
2) Si el grupo de las traslaciones es simplemente transitivo, sean 
P y Q dos puntos distintos, sea R el centro de una alineaciôn r. 
Si Q ■ P*" hemos terminado. Si 0 ^ P** entonces Q ♦ P II 0** ♦ P*" 
y ademis 0 ♦ P*" Il ♦ P Entonces, por ser el grupo de las - 
traslaciones simplemente transitivo, existe una traslaciôn t —  
que transforma P*^  en Q, es decir, P*"^  » 9 y, por tanto, « P 
y rt es la alineaciôn buscada.
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1.3 IirraODUCClON db coordehadas
Supongamos que X, Y son dos puntos distintos y que 0 no - 
es un punto de X * Y. Oenotamos por F el sistema de los puntos de 
0 * Y. Los elementos de F nos servirin como coordenadas e introdu 
ciremos més tarde una adiciôn y una multiplicaciôn de los mismos.
(x = c)
FIG.4
Si c es un elemento de F (ver fig. 4) entonces existe una 
ûnica recta paralela a 0 + X que pasa por c, por razones que se - 
apreciarân posteriormente la denominaremos (y = c).
Si c es un elemento de F entonces existe una ûnica recta 
paralela a X ♦ Y que pasa por c y no es paralela a O + X, pues si 
lo fuera existirian dos paralelas por X a esta recta cuya existen­
cia se afirma; entonces se encuentran en un punto P por el que pa­
sa una ûnica recta paralela a O + Y que denotaremos (x > c).
Por la unicidad del paralelismo se sigue inmediatamente - 
que (y s c) > (7 > d) si, y sôlo si, c - d, y, asimismo, (x « c) « 
(x > d) si, y sôlo si, c * d.
Si c y d son elementos de F entonces (x » c) e (y > d) —  
son rectas distintas que se cortan en un punto, pues ambas son pa­
ralelas a O + Y y O + X ,  respectivamente, y denotamos este punto -
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por (e.d). De (c,d) > (x « c) (y « d) y del ultimo pmrigrafo se 
sigue inmediatamente que (e.d) ■ (c'.d*) si. y s61o si. c * c* y 
d-d*.
( y = d )
FIGS
Supongamos inversamente un punto P del piano (ver fig. 5). 
Entonces. la ûnica recta paralela por P a O ♦ X cortaré a O ■» Y en 
un punto bien determinado d. y asimismo. la recta paralela por P a 
0 e Y cortaré a O * X en un punto Q. por el que pasaré una ûnica - 
recta paralela a X * Y. que cortaré. a su vez. a O ■» Y en un punto 
bien determinado c. y se verificaré que P « (c.d) por la propia —  
construcciôn.
Por tanto. los puntos del piano estén en correspondencia 
biyectiva con los pares (c.d) de elementos de P.
Si existe una traslaciôn t « para todo c de F. tal que
guiente:
c « o'c, trataremos de introducir la adiciôn en F de la forma si
Y es claro que esta operaciôn define un isomorfismo me—  
diante la traslaciôn t de 0 en el elemento en F. Luego el sis­
tema aditivo F « F es un grupo (por serlo las traslaciones).
Sea t una traslaciôn de direcciôn igual a la de la de la - 
recta 0 + Y .  entonces (x - c)^ ■ (x * e), entendiendo aqui que 
(x m c) es una recta fija no de puntos fijos, puesto que (x - c) es 
paralela a 0 + Y. Si c es un elemento de F, entonces c » (0) c y _ 
encontramos que (y ■ c)* ■ (y ■ (0)^®)^, pues por definiciôn c ■ (0)^
y ademis, puesto que (y ■ c) es paralela a la recta 0 ♦ X, -----
(y ■ (O) también seré la recta de la forma (y ■ k) donde k es -
el trasladado de c por t, entonces (y » (0 )*c)* . (y « (0)^®^) »
(y * c * 0^) por definiciôn de suma. Por tanto, si P es un punto 
del piano tal que P - (c.d) para ciertos c y d de F, encontramos -
que P* * (c. d ♦ 0*).
Si p es un elemento de F, entonces (o,p) y (p.o) determi—  
nan una recta que es paralela a X + Y por construcciôn. Si q es —  
otro elemento de F, entonces (p.p)*Q " (o, p + q), (Pio) 1 . (p.q). 
ya que (p)*Q « (0)*T^1 « p + q y, anilogamente para la segunda —  
igualdad, ademàs estos puntos (o. p + q). (p.q) determinan una rec 
ta paralela a la determinada por (o.p), (p.o), y por tanto, parale­
la a X + Y, y esto muestra que las rectas paralelas a X + Y estàn 
caracterizadas por la ecuaciôn
X + y m c o y « -X + c
En orden a posibilitar la caracterizaciôn de todas las re 
tas en forma de ecuaciones necesitamos una cierta definiciôn de m;; 
tiplicaciôn en F; y para hacer esto tenemos que dar preferencia - 
algûn elemento distinto de 0 que serviri como uni dad por la izqu >. 
da de esta multiplicaciôn.
Este elemento puede ser elegido, de todas formas, al aza 
en consecuencia, diferentes elecciones llevan a diferentes defin 
ciones de multiplicaciôn.
Sea pues 1 un elemento en r distinto de o. Si r y s son -
elementos de F, entonces (x > r) y O ♦ (l.s) son dos rectas distin­
tas que se cortan en un punto, (Ver fig. 6). En efecto, (x • r) es
paralela a O ♦ Y por construcciôn, y O e  0 ♦ Y y (l.s) ^  0 ♦ Y, pues
1 f 0. Por tanto, podemos définir el producto rs como el elemento 
univocamente determinado de F que satisface
(r, rs) > (x • r) (De (l.s))
(y = s)
(r. rs)
FIG. 6
Si p es una recta no paralela a 0 + Y -  No es de la forma 
(x « c) - entonces p corta a 0 + Y en un punto (o,m) para un cierto 
m de F, puesto que la recta 0 + Y  es tal que sus puntos son del ti­
po (o ,b ): y p  es una recta paralela a p que pasa por O, puesto - 
que como (o,m)g p, entonces (o,m)^“* « (o,m + 0^^) ■ (o , m-«) ■ 
(o ,o ) m 0. La recta p ^ ~ *  corta a (x * 1) en un punto (X,s) para —  
cierto s de F, y es consecuencia inmediata de nuestra definiciôn de 
multiplicaciôn que
0 + (l.s) - (y • xs)
/  - 
fis
En efecto, si (0 ,0 ) C  veamos si también pertenece a v
(y > xa). Si X ■ o entonces (o , o.s) * (x - o) (0 ♦ <l,a)) ■ (0,0), 
pues es el ûnico punto de interseccidn de (x » o) y O + (l,s), luego 
o.s “ o an&logamente para (l,s).
Por tanto, p - (0 + (l,a))^* * (0)^ ♦ (l,s)^ ■ (o,s) ♦
(1 , a + m) m (y » xs + m).
Las rectas (y * xs * s) e (y - xt + n) son paralelas si y
solo si s m t. En efecto:
Si s " t. aplicando a la primera recta la traslaciôn t_^ - 
queda transformada en la recta (y - xs) que ser& paralela a (ymxs+m). 
Aplicando a (y * xs) la traslaciôn entonces se transformarô en 
(y - xs + n), que seré paralela a (y > xs), y en consecuencia para­
lela a (y m xs * s).
Si s ^ t, efectuando un razonamiento anélogo como résulta 
que las rectas (y « xs) e (y « xt) son distintas y ambas pasan por 
(0,0), no son paralelas y sus transformadas (y * xs + m) por e 
(y » xt ♦ n) por t^ serân distintas y se cortarân también en un —  
punto.
Por tanto, notemos que no solamente ocurre que toda recta 
détermina una ecuaciôn, si no que las rectas recorren exhaustivanen 
te todas las ecuaciones admisibles, y dos rectas ser&n iguales si, 
y sôlo si, sus ecuaciones son idénticas.
Puesto que (0,0) = 0 - (x = o) (0 + (l.s)) - (0,0s) por la 
definiciôn de producto, y puesto que (r , ro) » (x - r) (O + (l,o)) 
- (x m r) (y * o) » (r,o), se sigue que r o » o - o s.
Puesto que (1, la) « (x ■!) (0 ♦ (!,•)) “ (!«•) se deduce 
que 1# - s.
Puesto que (y » x (-1)) ■ (0 ♦ (1 , -1)) • Cy • -x), pues 
(o,o) y (1 , -1) pertenecen s (y > x (-1)) y a (y « -x), se deduce 
que -X • X (-1).
Puesto que las rectas (y ■ xr) e (y ■ xs ♦ t) para s ^ r
no son paralelas, se encuentran en uno, y sôlo un punto, se sigue - 
que para très elencntos dados de F, r, s, t taies que r f s, existe 
uno, y sôlo un, elemento de F que satisface -xs * xr - t.
Puesto que los puntos (r,o) y (s,t) para r ^ s determinan 
una y sôlo una recta del tipo (y » xm + n) donde los elementos ■ y 
n de F satisfacen las ecuaciones o - r m ^ m ô m -  -ns y t > sai ♦ n
■ s a  - rm, se sigue que para très elementos dados r, s, t de F taies
que r f s, existe uno y sôlo un elemento x de F que satisface sx - 
- rx ■ t.
De este se deduce que si r « o, s ^ o, t > o ^  existe un -
ûnico X  tal que -xs ♦ xr > t -xs - xo « o 4 x ■ o, luego F es un
Dofflinio de Integridad.
Para una enunciaciôn conveniente de nuestros resultados in 
troduciremos algunos ténninos. Un sistema cartesiano de numéros es 
un conjunto F de elementos con una doble composiciôn , adiciôn n 
y aultiplicaciôn an, sujetos a las siguientes reglas:
(1) F es un grupo respecte a la adiciôn
(2) El producto an de elementos a y n (en este orden) es 
un elemento univocamente determinado de F.
(3) o a « a o m o para todo a de F.
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(4) Existe un elemento 1 ^ o de F tal que 1 ■ > ■ (-1)
m -m para todo m de F.
(5) Si r, 8, t, son elementos de F taies que r W #, enton
ces existe uno y sôlo un elemento x, y uno y sôlo un
elemento y de F tal que
-% r + X s » t a y - r y * t
Si F es un sistema cartesiano de numéros entonces notemos 
por A (F) el sistema de todos los pares (p.q) para p y q de F. Pa­
ra derivar de este sistema A (F) de puntos un piano afin basta con 
establecer qué conjuntos de puntos son los conjuntos de todos los - 
puntos de una recta dada.
a) La recta (x « c) consiste en todos los pares (c.y).
b) La recta (y » xr + a) consiste en todos los pares —  
(x. xr + a).
El conjunto A (F) junto con esta definiciôn de rectas cons 
tituye un piano afin en el sentido contenido en la primera secciôn 
del capitule.
Si c es un elemento de F, entonces una aplicaciôn biyectiva 
t entre los puntos del piano afin sobre F, definida por (x.y)^ -
(x . y + c) deja invariante la recta (x > d) y envia la recta ---
(y " xr + a) sobre la recta (y > xr a c) es una traslaciôn en - 
el piano.
Resumiendo todos los resultados de esta secciôn obtenemos 
el Biguiente:
TEOREKA 1.7
Si 0, A. B son très puntos no alinesdos del piano, entonces 
los siguientes resultados son équivalentes:
(i) Si X es un punto de O + A, entonces existe una traslaciôn que - 
transforma 0 en X.
(ii) Existe un sistema cartesiano numérico F y una aplicaciôn biyec 
tiva f que relaciona los puntos del piano con el conjunto de —  
todos los pares (x,y) de numéros en F que cumple los siguientes 
requisites :
(ii)' f(0) « (o.o), f(A) - (o.l); f(B) - (l.o)
(ii)'' Las rectas paralelas a 0 A son enviadas sobre los con­
juntos en los que x • cte. y las otras son enviadas por 
f sobre los lugares que satisfacen y * xr + s.
Esta ultima condiciôn contiene una descripciôn de un piano 
afin al que nos referiremos como el piano afin sobre F.
Es de hacer notar que el axioma Illa del présente estudio 
asegura la existencia de las traslaciones exigidas en (i) con la —  
uniea restricciôn de que la recta O ♦ A sea la recta cuya existen—  
cia y caracteristicas afirma dicho axioma.
Por otra parte, si existe en el piano afin sobre F una --
traslaciôn que envia el punto (o,o) sobre (a,b), entonces esta tras 
laciôn puede ser descrita por las siguientes fôrmulas de transforma
ciôn:
x' = X + a y' = y  + b
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Obtendremos a continuaciôn una aerie de resultados en que 
se muestran las equivalencias entre propiedades geométricas de nues 
tro piano y propiedades algebraicas de F.
1.2
El grupo de las traslaciones del piano sobre F es simple- 
mente transitivo si y s61o si
(1) ( u + v ) * - u # + v *  para u, v y w pertenecientes a F
Demos tracidci
Si se satisface (1) por F, entonces se ve râpidamente que 
las fôrmulas
x' m % + a. y* • y ♦ b con a ^ o ô b ^ o
definen una traslaciôn t en el piano sobre F distinta de la identi- 
dad.
En efecto, la aplicaciôn es biyectiva por ser (F,+) un gru
po.
Si P » y^), p* - (*1, y^). 0 « (Xg, yg), - (Xg.yg),
P + P ^  =(y « xr ♦ a) y Q ♦ s(y - xt +
De la primera recta résulta 
yi = x^r ♦ al
t , ^  y. + b m (x ♦ a)r + a »  y + b « x r + ar +
y% . x^r + aj
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y por ser F un grupo
m x^r ♦ a r + 8 - b »  x^r * s * mr + # - b » #
Por aniloga discusiôn para Q + résulta at + v - b * v, 
y entonces, sustltuyendo adecuadamente
a r + a « a - v * a t * v m » - v -  (-(at * v)) * a - v - (-v - at) ■
■ a ♦ v(-l) ♦ (-V - at) (-1) ■ a ♦ (v - v - at) (-1) «
« a ♦ (-at) (-1) " a + at
a r « a ^ a t - a - a  -(-(at - a)) ■ a - (a - at) ■ -(-a)- (a-at)»
* (—a) (—1) 4- (a — at) (—1) « (— a ♦ a — at) (—1) * (—at)(—1)«
m at
Veamos que r * t. Si r ^ t, existe un elemento de F y uno
sôlo, X tal que - xr ♦ xt » o, pero entonces x ■ o. Luego a » o, y
no puede ocurrir pues si a * o, como at ♦ v - b » v, resultarla que
b también séria igual a o, contra lo supuesto.
Entonces, P + P * y Q + Q ^  son paralelas segùn se vio en el 
desarrollo de la demostraciôn del Teorema 1.7.
La demostraciôn séria totalmente anâloga pau^ a P ♦ Q y
P^ 4 Q^ .
En cuanto a que el grupo de las traslaciones es simplemen- 
te transitivo se demuestra de la siguiente manera:
Dados dos puntos P = (Pi'P2* y Q = **iste la tras-
laciôn que tiene por fôrmulas de transformaciôn
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%' . X + (-pj + q^), y' - y ♦ (- Pj ♦ <*2^
transforma P en Q.
Supongamos ahora que el grupo de las traslaciones es simple
mente transitivo, entonces este grupo es conmutativo como se ha se
halado anteriormente. Si u es un elemento en P, entonces existe una 
traslaciôn que envia (o.o) sobre (-u.o) y se verifies que las fôrmu 
las de transformaciôn de esta traslaciôn son
X' m X - u , y* - y
De este hecho y de la conmutatividad del grupo de las traslaciones, 
deducimos la conmutatividad de la adiciôn en F. En efecto, si apH 
camos la traslaciôn de ecuaciôn
x "  - X* 4 a . y "  ■ y* 4 b
résulta, en virtud de la conmutatividad de las traslaciones, que 
x"' m X - u 4 a y X"' - x 4 a - u, es decir, - u + a * a - u .
La primera traslaciôn envia la recta (y « xr) sobre la rec 
ta (y * (x 4 u)r) que tiene que ser de la forma (y « xr 4 s). Sus- 
tituyendo x - o encontramos que a * ur, de donde se sigue que
(x 4 u) r « xr 4 ur
como queriamos demostrar.
Lema 1.3
Si el sistema cartesiano de numéros F satisface la ley dis 
tributiva (1), entonces las propiedades siguientes son equivalen—  
tes:
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(2) 1 * 1 f o
(ill) Las diagonales de un paralelograno no son paralelas
en el piano sobre T.
(e) Existe una alineaciôn en el piano sobre F.
Demostraciôn
(2) 4 (e)
Si 1 4 1 ^ o entonces 1 ^ - 1 . Se verifies que una alinéa 
ciôn r con centro en el origen est* definida por las fôrmulas 
X' * -X, jr* - -y.
En efecto, esta aplicaciôn es biyectiva por ser F un gru­
po, ademâs r^ « 1, r ^ 1 y (o.o)*' ■ (o.o) y es el ûnico punto fijo. 
Veamos que si P y Q son dos puntos distintos, P 4 Q B ( y « z t 4 s)- 
es paralela a P** 4 Q** :(-y « -xt 4 s)y, por tanto, si M. P. Q es—  
tân alineados, M*", P** y Q** también lo estân y, que para todo X del 
piano (o,o) e X 4 X*".
Si 8 « o, entonces P 4 Q » P** 4 Q**.
Si 8 ^ o, puesto que se verifies (1), (F,4) es conmutati­
vo, luego, -y m -xt 4 8 4 y - x t - 8 ,  de donde para que P 4 Q y —  
P** 4 Q** tengan un punto comûn xt 4 a * xt - 8, de donde se deduce 
que 8 4 8 K -xt 4 X t- (-X 4 x)t * ot * o, es decir, 8 4 8 *0, 6
lo que es lo mismo, (1 4 l)s * o y, por ser F un dominio de inte—  
gridad, entonces s * o contra lo supuesto.
(e) 4 (2)
Inversamente, si existe una alineaciôn r se sigue del
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Teorema 1.7, Lema 1,2, Corolario 1.6 y Teorema 1.3 que existe una 
alineaciôn en el origen, pues bastarîa con trasladar el centre de 
la alineaciôn a dicho punto.
Esta alineaciôn r manda el punto (l.o) sobre el punto —  
(r.o) (en la recta (y » o)), donde r es diferente de o y 1, ya que 
si es o, entonces (l.o)*" - (o.o) y el centre no séria punto fijo. 
y si fuera 1, entonces (l.o)*" ■ (l.o), con lo que otro punto fijo 
séria el (l,o).
Entonces r envia la recta (x * 1) sobre la recta (x « r). 
Como el punto (l.c) est* en la recta (y « xc) que es enviada sobre 
si misma por r por contener al centre de la alineaciôn, tenemos —  
que (l.c)** « (r.rc).
Por tanto, en particular,(1,-1) es enviado sobre (r.-r) y 
en consecuencia, la recta (y » -1) es enviada sobre la recta (y *-r) 
paralela a (y » -1) que pasa por el punto (r,-r). Pero el punto - 
(1,-r) es enviado sobre el punto (r.r(-r)) y las rectas (y « -1) e 
(y * -r) son intercambiadas por r, de aqui r(-r) « -1 y como, por 
hipôtesis, r ^ 1 y (-1 ♦ 1)1 * o implica -IJ. ♦ 1 » o, y (-1)1 » -1 
entonces r * -i, Por tanto, si 1 + 1 * o entonces r(-r)+r(-r) * o 
implicaria que r(-r) « -(r(-r)), es decir, r(-r) * 1, lo que no es.
(iii) 4 (2)
Si (iii) es cierto, entonces considérâmes el paraielogra- 
mo determinado por los puntos (o.o), (o.l), (l,o) y (1,1). Sus —  
diagonales son las rectas (y * xl) e (y * -x + 1) que no son para­
lelas, lo que prueba que 1 ^ —1.
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(2) 4  (iii)
Supongamos finalmente que se satisface (2) y los puntos - 
A, B, C, D determinan un paralelogramo. Es consecuencia del Teore 
ma 1.7 y del Corolario 1.4 que existe un sistema cartesiano de nu­
méros F* tal que nuestro piano puede ser considerado un piano so—  
bre F* y tal que en este sistema de coordenadas los puntos A.B.C.O 
son los puntos (o.o), (o,l), (1,1), (l.o) respectivamente, por tan 
to, si se verifies (2) por F se sigue del resultado del primer pa- 
r&grafo de la demostraciôn. que existen alineaciones. Si (1) es - 
satisfecho por F se sigue del lema 1.2 que el grupo de las trasla­
ciones es transitivo. De aqui se sigue por el mismo Lema 1.2 que
(1) es satisfecho por F* y. por tanto, podemos aplicar el resulta­
do del segundo par&grafo de la demostraciôn a F', lo que muestra - 
que (2) es satisfecho por F* también.
Que las diagonales del paralelogramo ABCD se encuentran - 
se verifies por càlculo directo, ya que si (y - xl) e (y * x(-l)*1) 
son las diagonales, résulta la ecuaciôn xl « x(-l) *  1, es decir, 
- x ( - l ) 4 X l > B l y  por (5) de F* existe un solo valor de x que lo 
cumple.
TBOTEMA 1.8
Existe para todo par de puntos distintos alineados una _
alineaciôn que los intercambia si, y solamente si, el piano es el -
piano sobre un sistema cartesiano de numéros que satisface (1) y _
(2), esto es, F es distributive por la derecha y de caracterlstica 
distinta de 2.
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Demostraciôn
Si existe para todo par de puntos alineados una alineaciôn 
que los intercambia, entonces existen alineaciones y, por el Corola 
rio 1.6, el grupo de las traslaciones es simplemente transitivo.
Supongamos que los puntos A, B, C, D, del piano forman un 
paralelogramo. Como consecuencia del Teorema 1.7 existe un sistema 
cartesiano de numéros F tal que nuestro piano puede ser considerado 
un piano sobre F y, tal que los puntos A, B, C, D, son los puntos - 
(o,o), (o,l), (1,1), (l,o), respectivamente. Entonces, por el Lema 
1.2, como el grupo de las traslaciones es transitivo sobre el piano 
considerado como piano sobre F se cumple que F es distributive por 
la derecha. Ademâs, como existe una alineaciôn, por hipôtesis, en 
dicho piano y, por tanto, en el piano sobre F, por el Lema 1.3 se - 
cumple que 1 + 1 / o, es decir, F es de caracterlstica distinta de 2.
Supongamos inversamente que el piano es el piano sobre un 
sistema cartesiano de numéros F que es distributivo por la derecha 
y de caracterlstica distinta de 2.
Sean P y Q dos puntos cualesquiera del piano, y A. B, C, 
los puntos (o.o), (o.l) y (l.o). Si P * (p^.Pg) y Q “ (q^ .^Qg)' ®- 
tonces D - (q^.Pg) y E - (Pj^ tq^ ) taies que P, E. Q. D, forman -
un paralelogramo. Por el Lema 1.3, las diagonales de dicho parale­
logramo se cortan en un punto R y es inmediato demostrar que B es - 
el centro de la alineaciôn que intercambia P y Q, segùn se deduce - 
del Corolario 1.2.
A la vista de los resultados obtenidos hasta ahora y con - 
el fin de dotar de la suficiente potencia a nuestra axiomética, pa- 
rece natural admitir el siguiente
AXIOMA III b
Para todo par de puntos distintos alineados existe una a M  
neaciôn que los intercambia.
En estas condiciones podemos enunciar sin demostrarlos pues 
se ha efectuado previamente, los siguientes
TECTCEWA I.ll a
En presencia de los Axiomes I al III y de la hipôtesis (H) 
se verifican:
: a) La alineaciôn que intercambia dos puntos cualesquiera - 
del piano es ûnica.
/ b) Las diagonales de un paralelogramo no son paralelas.
c) Si ABCD es un paralelogramo tal que A * B II D * C y - 
A 4 D U B 4 C, si P es un punto en A 4 D tal que B 4 D II
t C 4 F, entonces F • A^ , siendo j la alineaciôn de centro 
D.
d) Si P y Q son dos puntos distintos alineados, y R el cen 
tro de la alineaciôn que los intercambia; si P*. Q*, R' 
son puntos alineados y existen très rectas distintas - 
paralelas p, q, r, taies que P 4 P* * p, Q 4 Q* « q y 
R 4 R* » r, entonces R' es el centro de la alineaciôn 
que intercambia P* y Q'.
e) El producto de dos alineaciones es una traslaciôn, y el 
producto de très alineaciones es una alineaciôn.
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f) Si H es el grupo generado por las alineaciones, enton­
ces el grupo de las traslaciones T es un subgrupo abe- 
liano de Indice 2 en R.
TEOREMA I.ll b
En presencia de los axiomes I al III se verifies la équi­
valences de
a) Para todo par de puntos distintos alineados del piano 
existe una alineaciôn que los intercambia (Axioma Illb).
b) El grupo de las traslaciones es simplemente transitivo.
c) El piano es el piano sobre un sistema cartesiano de nû 
meros F que es distributivo por la derecha y de carac- 
terîstica distinta de 2.
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1.4 TRIANGULOS SEMEJAimS
TKORENA 1.9
En presencia de los Axiomas I al III y la hipôtesis (H).
si los tres puntos A, B, C, no estAn alineados y si A* es el centro
de la alineaciôn que intercambia B y C, y B' el centro de la alinéa
ciôn que intercambia C y A, entonces A ♦ B It A* ♦ B*. (Ver fig. 7)
FIG.7
Demostraciôn
Sea a la alineaciôn que intercambia B y C con centro A* y 
b la alineaciôn que intercambia C y A con centro B'. Deducimos del 
Lema I.l que ba es una traslaciôn. Pero ba envia B sobre A, luego 
A + B e s  invariante. Asimismo A* + B* es invariante por ba pues - 
(A*)*** m (A’)** y la recta A' + B* se transforma en (A*)** ♦ (B* )*** - 
que serâ paralela a A' + B" y tal que (A')** pertenece a A' + B", - 
pues B* es el centro de la alineaciôn b.
Puesto que A ^ B, se sigue que ba ^ 1 y, como ademâs to—  
das las rectas invariantes por la traslaciôn son paralelas, résulta 
que A B II A' + B', como queriamos demostrar.
TEOREMA I.10
En presencia de los Axiomas I al III y la hipôtesis (H), 
si tres puntos A, B, C, no estân alineados, y si A*. B', C* son tres 
puntos distintos situados en las rectas B + C, C e  A, A + B. respec 
tivamente, entonces las propiedades siguientes son équivalentes:
(a) A', B', C  son los centros de sendas alineaciones que 
intercambian B y C, C y A, y, A y B, respectivamente.
(b) A e B I A* * B'. B + C M B' + C ,  C + A H C  + A'
Demostraciôn
Se comprueba inmediatamente que si (a) y (b) son equivalen 
tes, entonces se verifies el Teorema 1.6. En efecto, sean A, B, C, 
D, cuatro puntos distintos no alineados tres a tres taies que A ♦ B|| 
O ^ C y A e D l l B e C  (ver fig. 8)
FIG.8
Si F es un punto de A e D tal que B + o H c + F ,  veasms -
que D es el centro de la alineaciôn que intercambia A y F si (a) y
(b) son équivalentes.
Consideremos el punto F'» (A ♦ B) (C + F), ya que A ♦ B y 
C + F no pueden ser paralelas, pues existirian dos paralelas a A+B 
por C.
C itonces A, F, F', son puntos dis'-.ntos no alineados y co 
mo D ♦ B II F ♦ F*, B ♦ C II A ♦ D, D + C W A + F', résulta que se —
verifica (b), y por tanto, (a), en consecuencia, D es el centro de 
la alineaciôn que intercambia A y F.
Es évidente, por otra parte, que el Teorema 1.4 implica - 
la equiValencia entre (a) y (b).
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1.5 LA RELACION DE ORTOGONALIDAD
En todo el resto del trabajo supondremoa que estanos tra- 
tando de un piano afin en el que se satisfacen los axiomas I, II, - 
III y la hipôtesis (H).
AAadiremos ahora una relaciôn de ortogonalidad diciendo 
que unas rectas son perpendiculares a otras, en slmbolos a J. b .  Es 
t a  relaciôn estarA sometida a las siguientes condiciones:
0.1 Para cada recta a existe una recta b ^ a tal que a i. b
0.2 a X  D si y sôlo si b  X  a.
0.3 Si a X b ,  e n t o n c e s  a II a' e s  c o n d i c i ô n  n e c e s a r i a  y  s
f i c i e n t e  p a r a  q u e  a* X  b .
En resumen, una relaciôn de ortogonalidad constituye ur 
correspondencia involutiva entre los haces de rectas paralelas
TEOREMA 1.12
Las siguientes propiedades son equivalents:
0.4 Las alturas de un triingulo concurren en un puntc 
0.5 Las mediatrices de un triângulo concurren en ur p.
Demostraciôn
Supongamos que tres puntos A, B, C, no estân alineados
Entonces se sigue del Teorema I.IO que las rectas A + B. B + C. y - 
C + A son paralelas a las rectas A* ♦ B', B* ♦ C ,  C* e A', respec­
tivamente, siendo A*, B*, C  los centros de las alineaciones que in 
tercambian B y C, C y A, y, A y B, respectivamente. Las mediatri—  
ces del triângulo ABC son asimismo las alturas del triângulo A B C *  
y, por tanto, 0.5 es consecuencia de 0.4.
Para probar que 0.4 es consecuencia de 0.5 notemos por a, 
b, e, las rectas que contienen a los puntos A, B, C, y que son para 
lelas a las rectas B + C, C * A y A * B, respectivamente. Entonces 
se sigue del Teorema I.IO que A es el centro de la alineaciôn que - 
intercambia ab y ac, B es el centro de la alineaciôn que intercam—  
bia bc y ba. y C es el centro de la alineaciôn que intercambia ca y 
cb. Entonces, las alturas del triângulo ABC son las mediatrices —  
del triângulo bc.ca.ab; por tanto, 0.4 es una consecuencia de 0.5.
Si décimes que las rectas paralelas y sôlo éstas son per­
pendiculares, entonces se satisfacen los postulados 0.1 a 0.3. £x-
cluiremos siempre esta posibilidad trivial que es, por ejemplo, in­
compatible con 0.4.
Si la relaciôn de ortogonalidad no es trivial, entonces -
es posible introducir coordenadas de tal manera que las rectas --
(x « cte) son ortogonales a las rectas (y * cte). En el futuro con 
sideraremos solamente tal sistema rectangular de coordenadas.
Supongamos ahora que el piano es descrito por un sistema 
rectangular de coordenadas y que las coordenadas son elementos de - 
un sistema cartesiano de numéros distributivo por la derecha de ca- 
racteristica distinta de 2 .
Entonces, todas las rectas perpendiculares a la recta—  
(y m xr), r ^ o, son paralelas, y son perpendiculares a toda recta
(y m %r + a) pues Asta es paralela a (y « xr). Ademâs, no son de -
la forma (x ■ etc) o (y * cte).
Por tanto, hay para todo numéro r W o en P un y sôlo un - 
nùmero r* ^ o en P tal que
(1) La recta (y - xr ♦ a) es perpendicular a la recta -
(y ■ xr* ♦ t), r** ■ r.
(2) La perpendicularidad de la recta (y « xr * s) y de -
la recta a implica que la recta a es de la forma —  
(y - xr* ♦ t).
Notemos que la funciôn r* depende del sistema de coordena 
das y no solamente de la relaciôn de perpendicularidad que considé­
râmes. Un cambio de coordenadas puede efectuar un cambio en el sis 
tema F, pero aunque no haga eso puede efectuar un cambio en la fun­
ciôn r*. Por otra parte , la funciôn r* détermina corapletamente la 
perpendicularidad.
TEORBU 1.13
Si el piano esté caracterizado por un sistema rectangular 
de coordenadas, tornado de un sistema cartesiano de numéros distribu 
tivo por la derecha y de caracterlstica distinta de 2, y si la rela 
ciôn de perpendicularidad estâ déterminada por la funciôn r*, enton 
ces las siguientes propiedades son équivalentes:
0.4 Las alturas de un triângulo concurren en un punto.
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0.8 Dados cuatro puntos A, B, C, 0, no alineados tres a 
tres, si A + B W C + D, A * C U B + D, A + B 1  A + C, 
y si U es un punto distinto de A, B, C, D, tal que - 
B ♦ U X C •» 0, entonces, A * U X D * U.
0.7 T es un cuerpo conmutativo y asociativo y it* ■ sa*, 
para r ^ o, s ^ o, de F.
Demostraciôn
Seré efectuada en una serie de apartados
(2.1) 0.4 y 0.6 implican la siguiente propiedad de r*
(2.1') Si r, a, u, v son distintos de o en F, entonces 
ru * sv y rv* * su* son équivalentes.
En efecto, puesto que r** ■ r si ru » sv implica rv* « su* - 
se verifica que si rv* « su* entonces ru** = sv**, es decir 
ru * sv. Bastaré con mostrar que rv* « su* es consecuencia 
de ru « sv, si son ciertas 0.4 6 0.6. Este es el caso en - 
que r * s, pues tendriamos que u m v. En consecuencia supo 
nemos r s. Asimismo podemos suponer u ^ v.
Pongamos t » -(ru) « -(sv) y supongamos la validez de 0.4. 
El triângulo de vertices (o,t), (r.o), y (s,o) estâ determ^ 
nado por las rectas (y » o), (y * %u + t), (y m xv + t). -
Las alturas serân las rectas (x « o), perpendicular a (y * o) 
por (o,t); (y * xu* - su*), ya que por ser perpendicular a 
(y « xu + t), serâ del tipo (y = xu* + m), y como debe pasar 
por el punto (s,o), o ■ su* + m, m = -su*; e (y * xv* - rv*) 
por razones anâlogas a las anteriores. Hay tres rectas dis 
tintas que tienen uno y sôlo un punto en comûn, luego si —
* Si bien todo cuerpo es asociativo, mantenemos la terminologîa de 
Baer.
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X » o y XV* - rv* ■ xu* - «u* résulta que -rv* « -su*.
Si ru « su* entonces u* - v, v* » u y entonces rv* ■ su*.
Por tanto, podemos suponer que ru ^ su* y que 0.6 es cierto. 
Consideremos los puntos A « (o,ru - su*), B > (r - s,ru -su*), 
C « (0 ,0) y D m (r - s, o). Como B * D es la recta (x * r-s)
paralela a la recta A ♦ C que es (x « o) y perpendiculares -
a C ♦ D que es (y » o) y anilogamente para A ♦ B y C ♦ 0, es
tos cuatro puntos forman un rectAngulo. Consideremos asimis
mo el punto ü ■ (r,ru) que es ciertamente diferente de los - 
otros cuatro.
La recta B + D viene dada por la ecuaciôn y « xu* + ru -ru* 
como se comprueba inmediatamente por sustituciôn de B y U -
en la ecuaciôn, y la recta C + U viene dada por y ■ xu. —
Claramente estas dos rectas son perpendiculares. Por 0.6 - 
deducimos la ortogonalidad de las rectas A + U y D * U. Pe 
ro la recta 0 * U esté dada por la ecuaciôn y « xv + (s - r)v.
La recta (y ■ xv* - rv* ♦ ru) es claramente perpendicular a
D * U y contiene a U. Por tanto, contendrâ también a A, lo 
que muestra, sustituyendo las coordenadas de A en ella, que 
ru - su* «ru - rv*, es decir, rv* * su*.
(2.2) Si h y k son dos numéros distintos de o en F, y si se satis­
face (2,1') por la funciôn r*, entonces
hh* - kk* y hk - kh
Nota: Designemos por c el valor comûn de todos los productos 
rr*. Este numéro que llamaremos constante de ortogo­
nalidad es distinto de o, y depende del distema rec—  
tangular de coordenadas elegido.
Es distinto de o pues h | £ o y h * f £ o y  por la de­
finiciôn de multiplicaciôn (r,rs) - (x»r) (0 ♦ (l,s)).
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Si rs > O y r ^ O, s f o, entonces
(r.o) « (x m r) (0 ♦ (l,s))
Por tanto, (r.o) pertenece a (0 ♦ (l.s)) e (y » o).
En consecuencia, si (y m o) « (0 + (l.s)) se verifica 
que s » o, si (y ■ o) ^ (0 ♦ (l.s)) entonces (r.o) *
(o.o) y r * o, contradicciôn que détermina el que F -
sea un dominio de integridad.
En cuanto a que c depende del sistema rectangular 
de coordenadas elegido, la aflrmaciôn es évidente pues 
to que la elecciôn de r* también depende.
Vayamos pues a la demostraciôn de (2.2).
Sea r - -v, u « -1, s « 1. Entonces ru * v « Iv » sv, y
se sigue de (2.1' ) que (-v)v* * rv* » su* » (-1)* y, en con
secuencia, se obtiene que w *  « (-1) (-1)*. En efecto,
(—v)v* * -(w*) ya que (-v)v* ♦ w *  - ((-v) ♦ v)v* » o, en­
tonces w *  * -(-D* m (-1) (-1)*, ya que el opuesto de (-1)* 
es (-1) (-1)* pues (-1) (-1)* ♦ (-1)* « ((-1) ♦ 1) (-1)*= o.
Segûn hemos visto hay uno y sôlo un numéro z tal que 
hk m zh. Estos numéros h, k, z son distintos de o, h y k - 
por hipôtesis, y z también, pues si z - o, hk - o, y F es - 
dominio de integridad. De aqui se sigue, de (2.1') que —  
hh* ■ zk*. Pero hemos visto anteriormente que kk* « hh*.
De aqui k « z, por la ausencia de divisores de o en F, lo - 
que prueba que hk - kh.
Para el enunciado del proximo lema serâ conveniente intro 
ducir algunas notaciones. Si F es un sistema cartesiano de numéros,
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y Si e es un numéro distinto de o en F, entonces existe un sistema 
cartesiano de numéros F^, con un elemento unldad y un elemento - 
nulo o, tal que (o.o) ■ (o.o). (o.e) ■ (o,l^) y (e.o) ■ (l^.o), co­
mo se sigue de los Teoremas 1.7 y 1.8. Entonces. el piano sobre F 
y el piano sobre el piano F^ son el mismo. ambos sistemas de coorde 
nadas tienen el mismo eje O ♦ X y el mismo eje 0 * Y. Puesto que - 
el grupo aditivo del sistema cartesiano de numéros es justamente el 
grupo de las traslaciones en la direcciôn del eje 0 * Y. se sigue - 
que los grupos aditivos de F y F^ son idénticos y que estos siste—  
mas difieren ûnicamente en la definiciôn de multiplicaciôn.
Notâmes el producto de dos elementos m y n en F por an. y ■ 
en F^ por m.^n. La recta (y - xr) pasa por los puntos (o.o) y —  
(e.er) » (l^.er). por lo que esta recta coincide con la recta —  
(y ■ x.^(er)). en consecuencia obtenemos la fôrmula
(2.3) sr * ■ (er)
lo que conecta la multiplicaciôn en F y la multiplicaciôn en F^ .
(2.4) Si la multiplicaciôn es conmutativa en todo F^, entonces es - 
asociativa en F (y en todo F^).
En efecto, de (2.3) y de las hipôtesis deducimos la siguien 
te cadena de igualdades;
r(es) » (es)r - (es).^(er) * (er).^(es) « (er)s « (re)s
Demostraciôn de que 0.7 es consecuencia de 0.4 y 0.6
Si la relaciôn de ortogonalidad satisface 0.4 6 0.6, enton—  
ces (2.1' ) ocurre en todo F^ para e ^ o, y* qus i# dMMrtraciôn —
que se vio en (2.1) séria anâloga para cualquier En consecuen­
cia se sigue de (2.2) que todo F^ es conmutativo, e inferimos de —
(2.4) que F es asociativo.
Pero F es distributivo por la derecha y de aqui F es un cuer 
po conmutativo ordinario. En efecto, falta por ver que todo r tie­
ne simétrico, y esto es consecuencia de (2.1'), pues si rx > (1)(1) 
entonces ri* « Ix* y de aqui (rl*)* « x.
Si F es un cuerpo conmutativo ordinario de caracteristica —  
distinta de 2, si c es un numéro distinto de o en F, la definiciôn 
de ortogonalidad podrîa ser dada por las siguientes condiciones:
(1) Las rectas (x » cte) e (y * cte) son ortogonales.
(2) Si r / o, entonces las rectas (y » xr ♦ s) y las rectas 
(y * xcr~^ * t) son ortogonales.
Es évidente que esta definiciôn satisface las condiciones —  
0.1 a 0.3, como se deduce trivialmente.
(2.5) Si 0.7 se satisface, si A » (u,v), B ■ (-u,-v) son distintos 
de (o,o) y si P m (x,y) es distinto de A y B, entonces la —  
condiciôn siguiente es necesaria y suficiente para que A + P 
J_ B + P
(2.5') yf _ v^ . c(x^ - u^) 
donde c ^ o es la constante de ortogonalidad.
En efecto, si u * x, entonces y « -v es condiciôn necesa­
ria y suficiente para que se cumpla (2.5') y A + P X B + P.
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Si V « y, entonces x * -u es condiciôn necesaria y suficien­
te para que se cumplan (2.5') y la ortogonalidad de A + P y 
B * P.
Si una recta viene dada por la ecuaciôn (y * xr + #) en—  
tonces r es su pendiente. Si u ^ t x y v ^ t y ,  entonces la 
pendiente de A + P es (y - v)/(x - u) y la pendiente de B * P 
es (y + r)/(x * u). Por tanto, la perpendicularidad de A + P 
y B + P es equivalents a
y - v y ♦ V
 ... . ' ■ c
y esta ecuaciôn es equivalents a (2.5*).
Demostraciôn de que 0.6 es una consecuencia de 0.7
Suponemos que no hay tres puntos alineados de cuatro puntos
A, B, C, D, que A + B H C + D, A + C U B * D, A + B X A * C, que el
punto U es distinto de A, B, C, D, y que A * U X D + U.
Puesto que el grupo de las traslaciones es simplemente tran­
sitivo, podemos asumir, sin pérdida de generalidad, que las diago—  
nales del paralelogramo ABCD se cortan en (o,o). Entonces, A * (u,v), 
B « (r,s), C - (-r,-s) y D « (-u,-v) puesto que (o,o) es el centro 
de la alineaciôn que intercambia A y D, y, B y C.
Si U m (x,y) entonces se sigue de nuestras hipôtesis y de
(2.5) que
y^ - v^ = c(x^ - u^) (por hipôtesis A + U X D + 0) 
sf - v^ m c(r^ - u^) (por hipôtesis A + B X D + B)
restando obtenemoa la expreaiôn - a^ « c(x^ - r^). Pero enton—  
ces, se algue de (2.5) que esta ultima ecuaciôn es équivalente a la 
perpendicularidad de W + B y U + C. lo que prueba 0.6.
Demostraciôn de que 0.4 es consecuencia de o.7
De la equivalencia entre 0.6 y 0.7 se sigue que todo sistema 
de coordenadas cumple las hipôtesis de 0.7 si al menos uno de elles 
satisface 0.7, pues 0.6 no depende de la elecciôn de dicho sistema.
Supongamoa ahora que très puntos A, B, C no est&n alineados. 
Si A + B i B + C, entoncea las très alturas del triângulo ABC se —  
cortan en B. En consecuencia podemos asumir que A, B, C, no forman 
un triângulo rectângulo.
Es imposible que las très rectas A+B, B ♦ C, C ♦ A, sean —  
perpendiculares a sî mismas. Como cualesquiera dos de ellas no son 
paralelas, existen a lo màs dos haces de rectas paralelas que son - 
perpendiculares a si mismas. Este ultimo hecho puede ser verifica- 
do como sigue. Si c es la constante de orotogonalidad en el siste­
ma de coordenadas elegido, entoncea la perpendicularidad de la rec- 
ta (y m xr + s) a si misroa es équivalente a * c. Pero esta ecus 
ciôn tiene dos o ninguna soluciones.
Suponemos entoncea que la recta A + B es la no perpendicular 
a si misma. Ahora bien, se sigue de una nota anterior que podemos 
suponer sin pârdida de generalidad que
A ■ (o.o), B * (o,r) y C = (a,t) donde r f t ,  at / o
puesto que A, B, C, no estân alineados y no forman un triângulo rec 
tângulo. Entonces las rectas A + B ,  B + C ,  C + A  vienen dadas por
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las ecuaciones x > o, y « x(t - r)s * +r, y -  xta"^ respectivamen- 
te, y las trea alturas desde A, B, C, vienen dadaa por y - xa(t-r) c, 
y m xat'^c ♦ r, y « t, respectivamente, y estas très rectas tienen 
en com un el pun to (t(t - r)a"^c t), como se comprueba por simple 
cômputo.
Esto compléta la demostraciôn.
Asl pues, a la vista de loa resultados obtenidos y con el 
fin de dotar de la auficiente potencia a nuestra axiomâtica, debe—  
mos introducir el siguiente
AXIOMA TV
Existe una relacion de ortogonalidad entre las rectas del 
piano que cumple las condiclones 0.1, 0.2, 0.3 y 0.4.
TKOREWA 1.14
En presencia de los axiomas I, II, III y IV, se verifies 
que por un punto exterior a una recta existe una unica recta para—  
lela.
Deaioatraclôn
Sea P y r una recta dados, entonces por el axioms IV --
existe una recta a, s ^ r, tal que aJ. r, y Q tal que Q c a y Qc  r
pues a y r no son paralelas.
Se presentan dos casos:
1) P € a.
F 16.9
Entonces, existe un ùnico punto R centro de la alineaciôn 
f que intercambia P y Q, por el axioma II, existe N tal que P ♦ Q 
entonces;
a) M e r  (Ver fig. 9). m p + si r, tiene un punto en
comûn con ella y este punto sera fijo. Como R es el ûnico pun­
to fijo de f, résulta que = P * = P + R = a = P + Q. y en
tonces Q séria punto fijo, contradicciôn que lleva a que r.
Si existe otra paralela por P a r ,  résulta que conside 
rando el mismo razonamiento para N y a que para F y r, existe 
una recta a^ que contiene a M y es paralela a a. a^ es ortogo 
nal a y a r^, pues lo es a r y las corta en dos puntos dis- 
tintos A y B. De aqui se deduce que las alturas del triângulo 
PAB se cortan en dos puntos distintoa A y B, lo que contradice 
0.4.
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b) * / r .
Entoncea si P * M es paralela a r (ver fig. 10), como por N
FIG.10
existe una ûnica paralela a P + Q, por los resultados del paré- 
grafo anterior, esta paralela seré ortogonal a P + M, y a r^ ,
siendo una segunda paralela a r que pasa por P y distinta de
Si A es la intersecciôn de y rP + N.
tampoco verifies 0.4.
1 '
el triângulo PMA —
Si P + M no es paralela a r, existirâ un punto de intersec 
ciôn de ambas, que llamaremos T y estaremos entonces en las hi­
pôtesis de a).
2) P 4  a
Entonces existe un ûnico punto R que es el centro de la - 
alineaciôn f que intercambia P y Q, por el axioma II, existe un pun 
to N tal que M ^ P + Q. Se presentan très casos:
a) Si M e r  (Ver fig. 11), P + M^ es paralela a r,segûn razonamien
tog anteriorea, y es ûnica pues si cxistiera otra , conside—  
rando el punto A intersecciôn de P + con s, y B intersecciôn 
de con a, resultarla que el triângulo PAB no cumplirla 0.4.
F 1 6 . i l
b) Si N<E s, entonces P + M puede ser paralela a r y séria ûnica - 
por el mismo razonamiento final del apartado a), o no séria pa­
ralela y cortaria en un punto M* a r, con lo cual estarlamos en 
las hipôtesis de a).
:) S i M ^ a y M ^ r ,  podria ser que P * N fuera paralela a r y sé­
ria ûnica por loa nismos razonamientos anteriores, o bien corta
ria a r en un punto M* y estarlamos en las hipôtesis de a).
1.6 COLINEALIDAD DE LOS PUNTOS NOTABLES I» UN TRIANGULO
La validez de la tantaa vecea llamada especializaciôn afin 
del te'orema de Desargues es una consecuencia innediata de la condi- 
ciôn 0.7. Varnos a suponer en todo este parfigrafo que el piano afin 
en consideraciôn es de caracteristica distinta de 2 y satisface la 
especializaciôn afin del Teorema de Desarguea. Uaando los resulta­
dos anteriores se sigue que para cada par de puntos distintoa alinéa 
dos existe una ûnica alineaciôn que los intercambia. Suponemos, —  
ademâs, que se ha definido una relaciôn de ortogonalidad que cumple 
Isa hipôtesis 0.1 a 0.4.
Si très puntos A, B, C, no estân alineados, entonces note 
mes por A’. B', C  los centres de las alineacionea que intercanbian 
B y C; C y A, y A y B respectivamente, por h(X) la altura correspon 
diente a X, por b(X) la mediatriz por X* y por m(X) la medians 
correspondiente a X y X*.
TECMIEMA 1.15
(a) Si la caracteristica del piano es distinta de 3, entonces las 
medianaa de un triângulo concurren en un punto.
(b) Si la caracteristica del piano es 3, entonces las medianaa de 
un triângulo son paralelas.
Demostraciôn
Supongamos que los trea puntos A, B, C, no estân alineados, 
entonces, por el Teorema 1.7 existe una representaciôn del piano -
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por medio de coordenadas de un sistema cartesiano de numéros tales 
que A m (0,0), B ■ (l.o) y C ■ (o,l). Notemos por A*, B*. C* los -
centres de las alineaciones que ir.tercambian B y C, C y A, y A y B,
respectivamente.
Puesto que la alineaciôn en el origen puede ser descrita 
por las fôrmulas x' « -%, y* » -y, se sigue que la alineaciôn res—  
pecto del punto (a,b) viene dada por las fôrmulas
%' m -% + 2a y* - -y ♦ 2b
De aqui se sigue del corolario 1.3, que A* » (%.%). En -
efecto. A' es el centro de la alineaciôn que intercambia C * (o,l)
y B » (1,0 ), luego esté en la recta x + y = 1, por otra parte el —  
transformado de A = (0 ,0) es el punto P intersecciôn de las rectas 
(x » 1) e (y = 1), es decir, P * (1,1) que esté alineado con A y A* 
Pero A ♦ P a (y « x) y la intersecciôn de esta recta con x y » 1 
es A' . (X.%).
Hemos considerado que F es de caracteristica distinta de 
2. Ar.âlogamente verlamos que B" = (o,%) y C  « (%.o).
Las ecuaciones de las très medianas del triângulo son 
A ♦ A* 5 (y - xl); B + B* = (y « x(-X) ♦ X) C ♦ C  5 (y. x(-2)+l)
Si la caracteristica del piano es 3 entonces -2 » -X = 1. 
las très medianas son paralelas.
Si la caracteristica no es 3 entonces el punto comûn es - 
(1/3,1/3). En efecto;
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Si considérâmes 1/3 como el numéro ■ tal que 3m = 1, re—
sulta que, si y * xl, sumando dos veces da y ♦ y > xl ♦ xl, y de —
aqui
(1 + l)y . (x + x)l . ((1 ♦ l)x)l - (2x)l
y sumando de nuevo 3y » (3x)l, pero si x - m, 3x « 1, 3y ■ l,y=l/3, 
y el punto (1/3,1/3) pertenece a la recta (y ■ xl).
Si y * x(-%) + X y surnames très veces, resultaré
3y - (3x) (-X) + X + X + %: si X « m, entonces 3 y » - X * X + X  + X -  
« X + X “ ( 1 ^ 1 ) X “ 2 X ■ 1, y el punto (1/3,1/3) pertenece a la 
recta (y ■ x(-X) ♦ X)-
Para la tercera ecuaciôn se efectuarà la comprobaciôn de 
forma anâloga.
De la prueba vemos que las medianas se dividen en la razôn
X si la caracteristica no es 3. Aqui decimos que el punto U divide
a V -f V en la razôn X si U es el centro de la alineaciôn que inter-
cambia V y Z, siendo Z tal que W es el centro de la alineaciôn que
intercambia U y Z.
Para demcstrar que el punto comûn que llamaremos P=(l/3Ll/3) 
divide a todas las medianas en la razôn X veremos que cumple las —  
condiciones de la definiciôn. La alineaciôn de centro A' transfor­
ma al punto P en otro punto P' = (x',y') cuyas coordenadas son
X' = -X + 2-X = -(1 /3 ) + 1 = -(1 /3 )  + 1/3 ♦ 1/3 + 1/3 = 2. 1/3
y" = -y + 2-X = -(1 /3 ) + 1 = 2 .1 /3 .
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La alineaciôn de centro P transforma el punto A en el --
punto P', ya que
X' « 0 + 2.1/3 » 2.1/3 y* « o ♦ 21/3 - 2.1/3
Luego, P es el centro de la alineaciôn que transforma A - 
en P* donde P* es el centro unfvocamente determinado tal que A* es 
el centro de la alineaciôn que intercambia P y P'.
La demostraciôn séria anâloga para las restantes medianas.
Es fâcil demostrar que h(A) y h(B) se encuentran en un —  
punto bien determinado, ya que si fueran paralelas los lados C + B, 
y A + B serIan paralelos, lo que no es y, en consecuencia, por el - 
Teorema 1.12 las mediatrices b(A) y b(B) también se cortan.
TEOREMA 1.16
Si F es de caracteristica distinta de 2 y 3, M, h(A)h(B) 
y b(A)b(B) estân alineados.
Demostraciôn
Considérâmes los triàngulos determinados por los puntos A, 
B. h(A)h(B) y A*. B' y b(A)b(B) (ver fig. 12).
Puesto que h(X) y b(X) son perpendiculares al mismo lado 
del triângulo ABC, entonces son paralelas, y el paralelismo de A * B
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y A' * B' es una consecuencia del Teorema I.IO. Por tanto, los la­
dos correspondiente* de esto* tri&ngulo* son paralelos. Aplicando 
el Teorema de Desargues - que puede serlo siempre que nuestra afir- 
maciôn no sea satisfecha trivialmente - deducimos la perspectividad 
de los dos triàngulos ABh(A)h(B) y A'B* b(A)b(B), lo que prueba - 
nuestro aserto.
h(B)
h (A)
b(B)b(A)
FIG.12
6^
1.7 LAS BISBCnUCES DB LOS ANGULOS
Supongamos ahora que u, v, w son tres rectas distintas —  
que contienen al punto P y que cumplen la siguiente condicidn:
(B) Si V ^ P es un punto de «, si w* es una recta ortogonal a w - 
por V, entonces «' no es paralela ni a u ni a v, y N es el cen 
tro de la alineaciôn que intercambia w'u y w'v.
Entonces. llamaremos a w bisectriz del Angulo (u,v). Se- 
Balamos que una bisectriz del Angulo (u.v) es al mismo tiempo una - 
bisectriz del Angulo (v.u). Debe ser entendido que un Angulo no es 
sino un par de rectas.
TBORBNA 1.17
La validez de 0.4 es equivalents a la validez de las tres 
condiciones siguientes:
(i) Si los tres puntos A, B, C, no estAn alineados y si A', B*. C  
son loa pies de las alturas del triAngulo ABC a través de A, B, 
C, entonces A', B*. C  no estAn alineados y la recta A + A' es 
una bisectriz del Angulo (A'+ C , A *  B' ). (Ver fig. 13).
(il) Si los tres puntos A, B, C, no estAn alineados. si u es una —  
bisectriz del Angulo (A+B , A+C) y v una bisectriz del Angulo
(B+A , B+C). entonces C + uv es una bisectriz del Angulo---
(C+A , C+B). (Ver fig. 14).
es
(.a) Si « y «' son bisectrices distintas del àngulo (u,v) entonces 
w X  «f‘.
Cearostraciôn
Suponemos primeramente la validez de las condiciones (i)
c (lii ).
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Si los très puntos A, B, C, forman un triAngulo rectàngu- 
lo, entonces sus alturas tienen ciertamente un punto en comûn, y, - 
por tanto, podemos suponer sin pérdida de generalidad que los pun—  
tos A, B, C, no alineados, no forman un triAngulo rectângulo.
Notemos por A*, B*, C  los puntos unfvocamente determina­
dos sobre B * C, C * A y A + B, respectivamente, taies que A ♦ A'X 
B f C ,  B ^ B ' X  C + A y C * C ' X A  + B.
Entonces, deducimos por (i) que A + A' es bisectriz del -
Angulo (A'*C* , A* ♦ B*), que B ♦ B* es bisectriz del Angulo ---
(B’+C* , B'+A") y que C ♦ C* es bisectriz del Angulo (C'+A',C'+B').
Se sigue de (ii) que w « C* ♦ (A + A") (B + B') es bisec­
triz del Angulo (C'+A", C'+B'). Si w fuera distinta de C ♦ C, co­
mo C + C' es también bisectriz del mismo Angulo, se deduce de (lii) 
que w X  C ♦ C*. Por tanto, tendrlamos que w « A ♦ B pues existe —  
una ûnica recta perpendicular a otra por un punto, envirtud del Teo 
rema 1.14.
En consecuencia, (A + A') (B + B') estaria en A + B. Pe- 
r o A + B y A + A *  tienen en comûn A y A + B y B + B '  tienen en co—  
mûn B, luego A * (A + A') (B + B') = B, una imposibilidad que prue­
ba que * m C * C'.
De aqui C + C" pasa por (A + A )  (B + B'), lo que prueba
que 0.4 es consecuencia de las condiciones (i), (ii) e (iii).
Supongamos ahora que 0.4 es vAlido. Entonces también se 
satisface 0.7 como se sigue del Teorema 1.13. Por tanto, el piano
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afin es el piano sobre un cuerpo conmutativo ordinario de caracte—  
ristica distinta de 2.
Si consideramos un sistema de coordenadas, entonces la or 
togonalidad esté determinada por la constante c. Probemos algunos 
1 er.as.
(1.1)
La recta (y = xa) es bisectriz del àngulo (y • o.z « o) 
2si y sôlo si a
DemoatraciAn
Consideremos el punto (h.hs), h ^ o de la recta (y * xs).
La recta perpendicular a (y * xa) que pasa por (h,ha) viene dada —  
por la ecuaciôn y = xca~^ - hca  ^♦ ha, lo que se comprueba por sim 
pie cômputo; y esta recta corta al eje 0 ♦ Y en el punto (o,ha-hca )^, 
y al eje O + X en el punto (-ha^c"^+h , o). El punto (h,ha) es el 
centro de la alineaciôn que intercambia ambos si y sôlo si
2 -1 -1 2h X -ha c + h y 2ha m ha - hca
y estas dos ecuaciones son ambas équivalantes a que a^ » -c.
(1.2)
La recta (y * xa) es bisectriz del àngulo (y = o,y =xr)
si y sôlo si a^r - 2ac + rc
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Demostraciôn
Consideremos el nuevo punto (h,hs) de la recta (y ■ xa) y 
la recta dada per la ecuaciôn y * xca * - hca”  ^♦ ha que pasa por - 
el punto (h,ha) y es perpendicular a (y ■ xa). Esta recta corta al 
eje 0 * X en el punto (-ha c ^+h, o) y a la recta (y « xr) en el —  
punto (h(a^-c)(ra-c)”' , hr(a^-c )(ra-c)”^), lo que se comprueba por 
simple cômputo.
El punto (h,ha) es el centro de la alineaciôn que inter—
cambia esos dos puntos si y sôlo si,
2h » -ha^c”  ^♦ h ♦ h(a^ - c)(ra - c)”  ^ y
2ha ■ hr(a^ - c)(ra - c)~^
La ultima de estas ecuaciones es claramente équivalente a 
5n a^r - 2ac ♦ rc « o, y la prime 
que es satisfecha cuando lo es la segunda.
la ecuaciô ra es fécil de comprobar
(1.3)
El eje 0 + Y es bisectriz de las rectas (y = xr) e (y » xa) 
para r ^ a y r a ^ o s i y  sôlo si r = -s.
Demostraciôn
En efecto, un punto del eje 0 + Y serô de la forma (o,h). 
La recta perpendicular al eje O + Y por ese punto serà (y * h); es­
ta recta corta a (y * xr) en el punto (hr~^,h) y a la recta (y = xa) 
en el punto (ha ^,h). Entonces el punto (o,h) serâ el centro de la
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alineaciôn que intercambia aquellos dos si. y solamente si, se veri 
fies que
2 o » hr~^ ♦ ha~^ y 2h m h + h
La segunda ecuaciôn es una identidad y la primera es equ^ 
valente a la igualdad r « -s.
Si w y w* son bisectrices distintas del àngulo (u,v) en—  
tonces podemos suponer sin pérdida de generalidad, que u es el eje 
0 ♦ X, que V es o bien el eje 0 ♦ Y o la recta (y - xr), y que w y 
w’ son las rectas (y « xa) e (y - xa*) respectivamente.
En el primer caso, si (y = xa) es bisectriz de (y*o , x«o), 
entonces a^ » -c y si (y * xa*) es bisectriz de (y»o , x=o), s*^«-c 
por (1,1), luego a a'^ - y entonces sa* * c, ya que si sa* fuera
igual a -c entonces aa* - aa y a* * a, con lo que sôlo existirîa —  
una bisectriz.
En el segundo caso si (y - xa) es bisectriz de (y*o,y»xr), 
entonces a r - 2ac + rc » o y si (y * xa') es bisectriz del mismo -
àngulo entonces a*^r - 2a'c ♦ rc * o, entonces r(a^ ♦ c) * 2ac y —
r(a*^ ♦ c) » 2a*c, de donde,
2ra*c (a^ ♦ c) ■ 2rac (a*^ + c) y a*a^ - aa '^  « ac - a 'c
Por tanto, a'a (a - a') « c (a - a*), como a ^ a* résulta que-----
a'a m c, como queriamos demostrar.
En ambos casos se cumple (iii).
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Si los tres puntos A, B, C, no estAn alineados, y no for- 
ran un triAngulo rectângulo, por el Teorema 1.7 podemos elegir el - 
sistema de coordenadas de tal manera que A « (s,o). B « (r,o) y —
C = (o,t), donde rat ^ o y r ^ a, y tal que el pie de la altura —
correspondiente a C es C" = (0 ,0). Entonces A * C viene dada por -
la ecuaciôn jr « -xta  ^♦ t y B ♦ C por y « -xtr” ♦ t.
Las alturas correspondientes a A y B son
y * -xrct  ^♦ arct  ^ e y » -xact  ^♦ ract ^, como se corn--
prueba por simple càlculo, donde c es la constante de ortogonalidad 
que pertenece al sistema de coordenadas considerado.
El pie de la altura correspondiente a A es el punto A »
= (r(arc-t^)(r^c-t^)~^ , trc(a-r)(t^-r^c)~^) y el pie de la altura 
correspondiente a B es el punto
B" » (a(arc-t^)(a^c-t^)~^ , tsc(r-a)(t^-a^c)~^)
De aqui la recta A* C  viene dada por la ecuaciôn --
y “ xtc(a - r)(t^ - arc) y la recta B' C* viene dada por la —  
ecuaciôn y = xtc(r - s)(t^ - arc)” .^ Pero C ♦ C* es el eje O + Y y 
de aqui se deduce de (1.3) que C ♦ C  es la bisectriz del àngulo —  
(A'+C',B'+C), lo que prueba (i).
Procédâmes a la prueba de (ii) por la demostraciôn de un 
lema que no hace uso de 0.4.
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(1.4)
Si très puntos A, B, C, no est&n alineados, si u es bisec 
triz del àngulo (A+B , A+C) y si v es bisectriz de (B+A , B+C) enton 
ces u y V no son paralelas ni perpendiculares.
Deswatraciôn
Supongamos primeramente que u H v. Entonces hay una y —  
sôlo una recta w por C que es ortogonal a ambas u y v. Se sigue —  
por la definiciôn de bisectriz que w no es paralela a A + B, que w 
corta a A + B en un punto W y que uw es el centro de la alineaciôn 
que intercambia V y C. Como dicho centro es ûnico, deducimos que - 
uw - vw, lo que contradice el supuesto paralelismo de u y v, puesto 
que u y V son ciertamente distintas.
Supongamos que u X v. Entonces u(B + C) es un punto B* 
bien determinado y uv es el centro de la alineaciôn que intercambia 
A y B*; y v(A + C) es un punto A' bien determinado y uv es el cen—  
tro de la alineaciôn que intercambia B y A".
En consecuencia. A, A', B*, B forman un cuadrilàtero tal 
que una diagonal biseca a la otra. Puesto que hay un solo punto X 
en la recta B + uv tal que uv es centro de la alineaciôn que inter­
cambia B y X, se sigue del corolario 1.2 que este cuadrilàtero es - 
un paralelogramo, lo que es imposible puesto que A + A ' y B + B '  —  
son dos rectas distintas que se cortan en C. Esto compléta la de—  
mostraciôn del lema.
Volvemos ahora a la demostraciôn del hecho que (ii) es —  
consecuencia de 0.4.
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Si Ids tres puntos A, B, C, no estAn alineados. si u es - 
una bisectriz del Angulo (A+B , A+C) y v una bisectriz del Angulo - 
(B+A , B+C) (ver fig. 15), entonces notemos por a la recta unîvoca- 
mente determinada que pasa por A y es perpendicular a u, y por b la
QV
ruv
FIG.IS
recta univocanente determinada que pasa por B y es perpendicular a 
V. Deducimos de (1.4) que las rectas u y b no son paralelas, si lo 
fueran v séria perpendicular a u, lo que no es; y por la misma ra—  
zôn, V y a no son paralelas.
Las rectas # y  b no son paralelas puesto que u y  v no lo - 
son. Entonces, ab, av y bu son puntos que determinan un triAngulo. 
Dos de sus alturas son u y v, la tercera es una recta H + ab con —  
pie H de la recta bu + av. Es consecuencia de 0.4 que las très al­
turas pasan por el mismo punto denominado uv. Pero se aiguë de la 
propiedad (i) que hemos verificado, que u es una bisectriz del An­
gulo (A+B , A+H), V una bisectriz del àngulo (B+A , B+H) y  ab + H es 
una bisectriz del àngulo (H+B , H+A).
Fe.’-o u es bisectriz de (A+B , A+C), por tanto, A + H « A + C,
ya que hay sobre la recta X + Y sôlo un punto Z tal que Y es el cen
93
tro de la alineaciôn que Intercambia X y Z; similarmente B + H »
* B + C. De aqui résulta que H « C, lo que muestra que la recta —  
ab + H - C + uv es una bisectriz del àngulo (C+A , C+B), como queria 
mos demostrar.
De la demostraciôn, en particular de los lemas (1.1) y —  
(1.2) es fécil deducir el siguiente hecho:
Corolario 1.7
Si 0.4 es satisfecho. entonces la condiciôn siguiente es -
necesaria y suficiente para la existencia de bisectrices de cual--
quier àngulo
(iv) Si c es la constante de ortogonalidad en algûn sistema de —  
coordenadas, entonces -c es un cuadrado y la suma de algunos 
pares de cuadrados es un cuadrado.
Demostraciôn
Si existen bisectrices decualquier àngulo, existe la bi—  
sectriz del àngulo recto determinado por tres puntos no alineados, 
A, B, C taies que A + B J. A + C. Sin pérdida de generalidad pode—  
mos elegir un sistema de coordenadas tal que A = (o.o), B = (o,l) y 
C = (l.o), entonces A + B 3 (x = o), A + C = (y = o), y en el que - 
la constante de ortogonalidad es c. Entonces si la bisectriz del - 
àngulo es la recta dada por la ecuaciôn y ■ xs, résulta de (1.1) —  
que -c = 8^ .
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Supongamos ahora que A + B y A + C n o  son perpendiculares, 
por anâloga discusiôn résulta que si A + C * (y » o) y A + B: (yar), 
y su bisectriz es (y » xa), se deduce de (1.2) que s r-2sc+rc « o, 
o lo que es lo mismo s^r - 2sc - rc + 2rc > 0 , 0  también r(s - c) > 
m 2c(s -r), pero como -c es un cuadrado résulta que
sf * . tf(l - sr"') 2
Entonces, para los pares de valorem de r y s taies que se 
cumpla que (1 - sr~') 2 sea un cuadrado, se verificaré el corolario.
Los recîprocos son ciertos a partir de la doble i silica—  
ciôn de (1.1) y (1.2).
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1 .8  LA CONDICION 0 .6  Y LA TEORIA DE CIRCULOS
Supongamos que en un piano afin ha sldo definida una rela 
ciôn de ortogonalidad que satisface 0.1, 0.2, 0.3.
Si D* y D '• son puntos distintos, entonces definimos el - 
clrculo con di&netro D'D'* como el lugar de los puntos de intersec­
ciôn de las rectas perpendiculares trazadas por D’ y D'*. Consiste, 
por tanto, en los puntos D ', D*' y todos los puntos P para los cua- 
les D* * P L D'' ♦ P.
El centro Z de la alineaciôn que intercambia D' y D '', — 
puede ser llamado centro de este clrculo, y los puntos Q'  ^ Q*' del 
circule pueden ser llamados opuestos si Z, Q*, Q*' estân alineados.
Este es claramente el caso si los puntos D*, Q ', D** y - 
Q* * forman un rectângulo y también si Q' ♦ Q'’ > D* ♦ D ''. Esto —  
lleva a la cuestiôn de si todo par de puntos opuestos détermina un 
diâmetro, esto es, si el clrculo con diâmetro Q'Q'* es siempre igual 
al clrculo de diâmetro D'D*'.
Es évidente que la condiciôn 0.6 es necesaria y suficien­
te para asegurar esta igualdad.
Supongamos ahora que o.6 es satisfecha por la relaciôn de 
ortogonalidad que considérâmes, entonces podemos suponer sin pérdi­
da de generalidad, que el centro Z del clrculo es el origen (o,o) - 
de nuestro sistema de coordenadas. Esto implica que D* > (r,s) ^
(o,o) y D'* m (-r,—s). Si la constante de ortogonalidad pertene--
ciente a nuestro sistema de coordenadas es c, entonces deducimos —
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de (2.5) de 1.5 y del Teorema 1.13 que el punto (*,y) pertenece al 
clrculo dediâmetro 0*0*' mi y môlo mi
2 2 2 2 y - cjt « s - cr
ya que si se verifies 0.6 se verifies 0.7, por el Teorema 1.13, y - 
aplicando el remultado (2.5) de 1.5, résulta la ecuaciôn anterior.
Deberla ser meflalado, sim embargo, que los pomtuladom 0.1 
a 0.4 no aseguran la existencia de rotaciones que tranaformen un - 
cierto haz de rectas paralelas en otro haz de rectas paralelas pre 
designado, como puede verse en el siguiente ejemplo:
El piano es el piano afin sobre el cuerpo de los numéros 
racionales y la constante de ortogonalidad para un sistema elegi­
do es -1. El clrculo dado por la ecuaciôn x + y > 1  tiene como 
centro el origen y contiene a los puntos opuestos (±l,o). Pero no 
contiene ningûn punto de la recta (y * x 2) puesto que 5 no es un 
cuadrado; y por tanto, no existe ninguna rotaciôn alrededor del —  
origen que transforme el eje 0 + X en la recta (y ■ x 2) y tampoco 
una reflexiôn con respecto a una recta a elegir que intercambie —  
estas dos rectas.
1 .9  LA COranrTATIVIDAD DEL CUERPO BASE
Vamos a obtener unos resultados que muestran la relaciôn 
entre la conmutatividad del cuerpo base y el Teorema de Pappus.
TEOREMA 1.18
En las condiciones del Teorema 1.13 si se verifies 0.4 
entonces se cumple el Teorema de Pappus.
DeaK>8traci6n
Sean dos rectas de nuestro piano, que sin pérdida de gene
ralidad pueden ser consideradas como la (y » o) y la recta --
(y * »  ♦ n). Considérâmes sobre la primera recta tres puntos, —  
A = (o.o), B * (b.o) y C = (c.o), y sobre la segunda un punto A* * 
= fi&" 16).
(y=xm ♦rO,
F 16.16
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Trataremos de damoatrar a partir de las hipôtesis que si 
por C trazaraos las rectas paralelas a A ♦ A* y B ♦ A* que cortan - 
a la recta (y ■ »  ♦ n) en loa puntos C  y B* respectivamente, en­
tonces las rectas A ♦ B* y B + C* son paralelas.
Pues bien, si se verifies 0.4 el sistema numérico carte—  
siano F de nuestro piano afin es un cuerpo conmutativo y a partir 
de ahl calcularemoa las ecuaciones de las rectas mencionadas.
La recta A ♦ A* » (y ■ xa^ Sj^ ”*'), entonces la recta C ♦ C* 
que es paralela a la anterior y contiene a C, vendrA definida por - 
la ecuaciôn y « ^^ *2*1 ~ ^2*1*'^* sQui C* es el punto de inter
secciôn de las rectas (y ■ n  ♦ n) e (y > xsLg#^" -^ 0#^#^^), y resu^ 
ta que n  ♦ n > xa^a^^ - ca^a^^ o también
y *1 a *1
X  (■ - a^sij ) - -o _ ca^Sj^ 
con lo que las coordenadas de C  son
X ■ (-n-ca^a^^Xa - y - (-n - ca^a^^Xm - a^a^^)"^# * n
La recta B + A* viene dada por la ecuaciôn 
y -  X (-#g) (b - A^Ag (b - a^)"^ ♦ ag
y la ecuaciôn de la recta B* + C, que es paralela a la anterior y - 
contiene a C viene dada por la ecuaciôn
y « X (-SgXb - a^)"^ - c (-#g) (b - a^)"^
lo que ae cos^rueba por simple côaiputo. Entoncea B* es la intersec 
ciôn de las rc 
y résulta que
ectas (y - xm + n) e(y - x(-ag)(b-a^)"^- c(-agXb-a^)"^ )
n « X (-Bg) (b - Aj)“^ - c (-Ag) (b - a^)"^
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K (■ ♦ «jCb -  -  -n  -  c (-# g ) (b -
con lo que l u  coordenedes de B* son
X m  ( - n - c  ( -  Sg)(b -  ♦ mg(b -
y  -  { - n - c  ( -  mg) (b -  (b -  ♦ n
Veanos shora la ecuaciôn de la recta A ♦ B* que es 
y > X (■ ♦ m(m ♦ a^Cb - - c(-mg)(b -
y la pendiente de la recta B + C" seri
((-n - cmg^^)(m - m ♦ n)((-o - cagi^^X» - b)”^
Comprobeaos que l u  pendientes de las dos rectu son —
iguales.
La pendiente de A + B" es
b -  a^ n m(b -  a^) ♦ n a^
c (-a g ) -  n(b -  a^) -  c (-ag )
b - a i
-  m n(b -  a^) + m c 0g + n m ( b  -  a^) + n a^ a^Cmc ♦ n)
-  n (b -  a^) + c  0g -  n b  ♦ na^+ c a^
La pendiente de B + C" es
_ n _
- na. - ca.
-i li- . . n
-2
Ü  b - 1 - 2
{-naj^  - cag) a ♦ n (aa^ - 0g) ag(-ca - n)
(-ma^ - cag) - b(aa^ - Sg) -na^ -c ^  - b(aa^-ag)
ag(-ca- n) ag(-ca - n)
—na^ —CBg — b{—n)
que es evidentemente igual a la anterior.
TEOREWA 1.19
Si se verifies el Tecrema de Pappus en el piano sobre un 
sistema cartesiano F que es un cuerpo, entonces este cuerpo es con- 
nutativo.
Deaoatracién
Sean a y b dos elementos de F distintos de o, pues si r.c 
a demostraciôn séria trivia:. y sea B* e. punto de coordenadas --
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(a.b) (Ver fig. 17). Entonces 0 ♦ B* ■ (y • xba~^) y B ♦ C* que
FIG. 17
xba~^-ab«”^).
Luego C* intersecciôn de ésta ultima y la recta (y = b) tendrà co- 
mo abscisa el valor d 
lo que implica que x
es paralela a ella por construcciôn, es la recta (y
e x que satisfaga la ecuaciôn b « xba ^-aba~^
bab^ ♦ a.
Por otra parte, la recta A* ♦ B 5 (y « xa ^(-b) + b), —
luego la recta B* * C paralela a ella por B* tendrô la forma ---
(y " xa ^(-b) * 2b). El punto C intersecciôn de ésta ultima con - 
la recta (y « o) serô el que tenga como abscisa el valor de x que 
satisfaga la ecuaciôn o - xa~^(-b) + 2b, y entonces x » 2a, ya que 
2aa (—b) ♦ 2b • 2(—b) ♦ 2b ■ (—b) ♦ (—b) + b + b » o.
Por tanto, si se verifies el Teorema de Pappus, C y C* - 
estân en una recta paralela a (x « o), es decir, tendrén la misma 
abscisa y, en consecuencia.
bsd»-1 2a # bab-1 ba m ab
1.10 EL ORDEN EN EL PLANO
Côn el objeto de dotar de un orden a los puntoa del piano 
nos serà precise dotar previamer.te de un orden al ouerpo F asocia—  
do a él, para lo cual es necesario introducir nuevas definiciones, 
ya que trataremos de caracterizar los elementos de F (puntos de una 
recta) como elementos reales partiendo de elementos naturales.
Si existen très puntos no alineados que denominaremos 0, 
X, y y si para cada par de puntos de una recta, elegiremos sin pér- 
dida de generalidad la recta 0 + Y, existe una alineaciôn que los - 
intercambia, entonces existe un punto R centro de la alineaciôn h - 
que intercambia O e Y, distinto de ambos, pues es el ûnico punto —  
fijo. Supongamos asimismo que Y * 1 (1 elemento unidad del grupo - 
multiplicative F).
A su vez, existirâ el centro R* de una alineaciôn f que -
intercambia 0 y R, y el centro R** de una alineaciôn g que inter—  
cambia R y 1, es decir,
^ I f(R') * R* ^ r g(R") * R"
’ 1 f(0 ) - R I g( R ) = 1
Evidentemente, f ^ g, y por tanto, R' ^ R'', pero ademâs 
R*' 4 0, ya que si h es la alineaciôn tal que h(R) * R y h(0) * 1,
y g es la anterior con R*' *0, résulta:
hg(0) = h(0) = 1 luego hg * t^, donde es tal que t^(0) * 1
hg(R) = h(l) * 0 luego hg = -t^, donde t^ es tal que tg(0) = R
hg(l) . h(R) = R luego hg = t^ donde t^ ^ es tal que t^^g(l)-R
entonces, t^ = -t^ = t^ ^ * G
1:5
y result, que -t^ - 1 o ^ . t* , , Z > 1
lo que es imposible pues 0 ^ 1 .
Por wi&logo razonamiento, R' / 1. En consecuencia, exis 
ten al menos cinco puntos distinto* en nuestra recta. Por otra - 
parte, puesto que ■ hg, t^(l) - A, con A distinto de 0, 1, R,
R* y R*'. Que es distinto de O y 1 es évidente, veamos que es dis 
tinto de los otros très puntos, para lo cual necesitaremos el si—  
guiente
TROREWA 1.20
R es el centro de la alineaciôn que intercambia dos pun­
tos A y B si y sôlo si p " g.
Demostraciôn
Sea R el centro de la alineaciôn f que intercambia los - 
puntos A y B de la recta 0 + 1  (ver la fig, 18)
0 R B 1A
FI6.18
Tracefflos por R la paralela a B + X que cortarA en un pun 
to D a la recta 0 ♦ X, por D una paralela a 0 + 1, y por A una pa­
ralela a B + X. Estas dos ultimas rectas se cortarAn en un cierto 
punto P, entonces la paralela por D a la recta P ♦ R del paralelo- 
gramo ARPO cortarA en un punto a 0 + 1 que serA el transformado de 
A por la alineaciôn de centro R, segun el Teorema 1.5. Pero ese - 
punto no es otro sino B y por la construction que hemos hecho re—
'■n.K - S.D ■ Y e
Supongamos ahora que g " ^  g Haciendo la construc­
ciôn inversa pero ar.Aloga a la anterior, résulta que se cumplen —  
las hipotesis del Teorema 1.5, luego R es el centro de la alinéa—  
cion que intercambia A y B.
Segûn esto A ^ R en nuestra recta, ya que 2tg - t ^ y  —  
2tj = t^ , entonces At^ = t^ .
Como tg(0) = R y t^^O) = A, résulta A ^ R y, anélogamen- 
te para R* y R* *, ya que
ZtR. “ S *  y
S  ° S.l* * ^ R^.R"* 1"**° S»'Sl'^"S,R"^^^R,R"^ * 1 y 
^R'^“S , R " ^ ^ ' ^ “S,R " ^  * *R'("*R,R'') * R^* * S,R"^ A^.
A la vista de lo anterior, podemos dar la siguiente 
Definici&i 1.4
Dada la traslaciôn t^  ^(t^(0) = 1) definiraos elemento en-
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tero positive (negative) de 7 a aquel elemento m (-ai) de F tal que 
m m Bt^(O) (-# m m(-t^(0))), con ■ perteneciente a les numéros na
turales.
Con esta definiciôn se ordenan los elementos enteros de 
F trasladando el orden de M  de la siguiente manera:
a) Sim, n son elementos enteros positives de F m g n si y sôlo -
si m ^  n en M, siendo m - mt^(O) y n - nt^(O),
b) Si -m, -n son elementos enteros negatives de F, ^ -n si y -
sôlo si m en n, siendo -m ■ m(-t^(0)) y -n - n(-t^(0)).
c) Cualquier elemento entero negative es mènor que cualquier ente
ro positive.
Hemos visto por otra parte, que los centres R, R*, R'' - 
de las alineaciones h, f, g, respectivamente, son taies que
^  • ^1' **R' ' ^S.R** “
Si considérâmes ahora las alineaciones
v { w - v  | W
- R* ( fg(R')
résulta, aplicando reiteradamente el Teorema 1.19 que, por ejemplo, 
\  - *«.1.3'» ■
- V ' i  - ” 1
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Y, anAlogamente, considerando la alineaciôn que intercambia 1 y 2, 
resultaria que si su centro es Q entonces, 2t^ » 3t^ .
Todo esto nos sugiere la siguiente 
Definiciôn 1.5
Dada la traslaciôn t^ (t^(0) » 1), definimos elemento ra
cior.al positive (negative) c(F) a aquel que verifica la igualdad
nt^ m mt^ (nt^ « m(-t^:
mes c » m/n (c * -m/n).
)), siendo n y m numéros naturales y notare-
Es évidente que estableciendo la aplicaciôn entre los —  
elementos enteros de F y les racionales de denominador 1 de F, que 
tienen el mismo numerador entero, dicha aplicaciôn es un isomorfis 
no y conserva el orden.
Es de sefialar, sin embargo, que, hasta ahora, los ûnicos 
elementos rationales de F caractenzados son aquellcs que tienen - 
como denominador una potencia de 2.
Por otra parte, al objeto de ordenar estos elementos ra­
cionales de F y los que obtendremos, trasladaremos la ordenaciôn - 
de Q de la siguiente manera:
a) Si c, d son elementos racionales positivos de F, c ^ d s i y s ô
lo SI. m/n ^  p/q en Q, siendo c = m/n y d = p/q.
b) Si c y d son elementos racionales negatives de F, c ^  d si y -
sôlo SI, m/n ^  p/q en Q, siendo c = -m/n y d = -p/q.
c) Cualquier elemento rational negativo es menor que cualquier —  
elemento rational positivo.
Carattericemos ahora los elementos de F inversos de los 
elementos enteros (se intluyen las potencies de 2).
Si ■ es un elemento entero de F, sabemos que existe un
-1 —1 m C F .  tal que m m
0 * 1  que cumple esta igualdad.
elemento F, ■ ■ 1, y existe un punto en la recta
En efecto (Ver fig. 19), por el punto (o.m) la ûnica pa-
(m.1)(m.O) (x=m)
(x  = 1)
(O.m)(0, 1) FIG.19
ralela a 1 * 1 corta a la recta 0 * (l,o) en un punto (m,o) y la - 
recta paralela a 0 * (l,o) por (m,o) que no es sino la recta (% m ■), 
cortarâ a la recta (y = 1) en el punto (m,l). Entonces, la recta 
0 ♦ (m,l) cortarô a la recta (x « 1) en un punto (l,c) tal que --
c por la definiciôn de multiplicaciôn, no es sino -1 y la parale­
la a 0 * (l,o) por (l,c) cortarâ a O * (o,l) en el punto de ordena 
da m~^.
Consecuencia de todo ello es que 
 ^ 1 “ ■
m
Luego, ■ t^_i(0) * 1 como t^(0) = 1, résulta que y por
tante, ■  ^■ l/m, segûn nuestra definiciôn de elemento racional; y, 
evidentemente, salvo m » 1, m  ^/ n para todo n elemento entero de 
F, ya que, n mt j - nt * t .
Por otra parte, existe c perteneciente a F, tal que 
nt^_i ■ t^ entonces mt^ « n"t^_i * nt^, y de aqui c « n/m, en la 
notaciôn adoptada para ceiracterizar los elementos racionales de F
For tanto, hemos caracterizado todos los elementos racio 
nales de F, ya que, dados dos elementos enteros n y m, el elemento 
racional de F que les corresponde es aquel que cumple que t^mnt^_]^, 
que se corresponde a su vez con el numéro racional nm ^.
Ademâs, podemos asegurar a la vista de la definiciôn de 
orden de los elementos racionales de F que F es denso, es decir, - 
que en todo intervalo entre dos elementos racionales hay otro, y - 
por tanto, infinitos. Basta, en efecto, ver que si m/n <  p/q se - 
verifica que m/n ^  (m*p)/(n*q) <  p/q, lo que es inmediato.
Definiciôn 1.6
Liamaremos par ae sucesiones monotones contiguas o de in 
tervaios cncajados (a ,a') a dos sucesiones infinitas de elementos
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racionales de F
•i 4 * 2 < ......
S  4  * 2 < ......
taies que
1*.- La primera es monôtona, no decreciente; y la segunda es monô- 
tons no creciente.
2*.- Todo elemento de la primera es menor que el correspondiente - 
de la segunda, para todo n de II.
3>.- La diferencia llega a ser menor que cualquier elemen­
to C > o, tan pequefio como se quiera, desde un valor de n en 
adelante.
Definiciôn 1.7
Llamaremos elemento de separaciôn o frontera del par de 
sucesiones o del encaje de intervalos, a todo elemento de F que - 
esté contenido en todos ellos.
Existe a lo mâs un elemento racional contenido en todos 
los intervalos, ya que si existiesen dos y Xg> x^, ocurri-
rla que a/ - *2 " *1 todo n, lo que es contradistorio —
con la condiciôn 3».
Pero puede ocurrir que no exista ningûn elemento racio—  
nal de F contenido en todos los intervalos. Para asegurar que —  
existe un elemento de F contenido en todos los intervalos necesita 
mos el siguiente
AXIOHA V (Cantor)
:e un elemento contenido en todos ellos.
Evidentemente este punto es ûnico, pues si no,no se cum- 
pli.-ia la tercera condiciôn de la definiciôn 1.6.
En estas condicicnes podemos efectuar la siguiente
Definiciôn 1.8
Llamaremos elemento real de F al elemento de separaciôn 
de un par de sucesiones de intervalos encajades.
Evidentemente, este elemento puede ser racional o no.
De esta manera hemos caracteritado todos los elementos de F (pun—  
tos de una recta'. Necesitaremos ahora la siguiente
Definiciôn 1.9
Un elemento real a de F se dice positivo (y se escribe - 
a o) si una de las sucesiones que lo define tiene todos sus ele­
mentos racionales positives o iguales a o a partir de un cierto —  
valor del subindice.
Esta definiciôn permite estabiecer un orden total en F, 
escribiendo a ^ b ,  si y sôlo si, a - b ^  o.
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De esta manera, hemos ordenado los elementos del cuerpo 
r, que no son otros sino los de la recta 0 * 1 .  Ahora bien, la ca 
racterizaciôn de los puntoa del piano como pares de elementos de F 
se ha efectuado asignando un elemento de F como abscisa o primera 
coordenada, obtenido al trazar sendas rectas paralelas, una al eje 
0 * 1 ,  por el punto dado, y otra a la recta X * 1, por el punto de 
intersecciôn de la anterior con 0 * X (siendo 0, X, 1 los puntos - 
que nos Servian para determinar los ejes). Esta ultima paralela a 
X * 1 corta a 0 * 1 en un punto (elemento de F) que es la abscisa 
asignada. La ordenada o segunda coordenada del punto se ha obten^ 
do al trazar una paralela a la recta 0 * X por el punto dado, di—  
cha paralela corta a la recta 0 * 1 en un punto que es la ordenada.
De esta manera podemos dar la siguiente
Definiciôn I.IO
Dados dos puntos del piano A » (a^.a^) y B > (b^.bg) don 
de a^, ag, b^, bg pertenecen a F, diremos que A <  B si y sôlo si, 
ocurre que a^ ^  b^ o si a^ « b^ entonces «g < bg en el orden defi- 
nido en F.
Por otra parte, si suponemos très puntos (%,y), (%,y )  
y (x**,y") de una recta cualquiera, résulta que (x,y) <(x*,y’)<
(x",y") si se verifica que x <  x' <  x” , o su inversa, o s i --
y <  y* <  y", o su inversa, entonces la proyecciôn paralela a un - 
eje de esos puntos sobre el otro nos da los puntos (x.o), (x*,o) y 
(x",o) o (o,y), (o,y') y (o.y” ), entonces o bien (x,o) <  (x* ,o)< 
(x” ,o) si X <  x'< X", o (x.o) >  (x*,o)> {x",o> si x > x ’>  x "
o (o.y) <  (o.y* ) <  (o.y* ' ) si y < y' < y* ’ o (o.y) >  (o.y' ) > --
(o,y* • ) si y > y* >  y "  .
Bi cualquiera de los casos, vemos que se conserva el or­
den por esta proyecciôn.
Podemos entonces enunciar el siguiente
TEOREMA 1.21
El piano sobre el cuerpo F esté totalir.ente ordenado.
C A P I T U L O  2
COMPATIBD-IDAD E INDEPENDENC lA DE LOS AXIOMAS 
EN EL PLANO
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2.0 IKTRCXXKXION
En este capitulo se estudian la compatibilidad e indepen- 
dencia de los axiornas del piano.
El camino seguido para ello es el clâsico en estos casos, 
es decir, para la compatibilidad se ha elegido un modelo en el que 
se verifican los cinco axiornas, lo que garantiza la solidaridad —  
lôgica entre el sistema axiomâtico y el modelo. Dicho modelo ele­
gido ha si do R (no se podria haber elegido Ç  pues en éste no se 
verifica el axioms V). Este modelo, segûn se demuestra en la pri­
mera parte del capitule, verifica los cinco axiornas, bien entendi- 
do que, previamente y segûn se ha ido necesitando, ha sido necesa­
rio efectuar una atribuciôn de significados a los términos indefi- 
nidos de nuestra geometrîa, taies como puntos, rectas, relation bi 
naria de incidencia entre unos y otras, alineaciones, etc.
En lo referente a la demostraciôn de la independencia de- 
cada axioms respecte a los restantes, se ha efectuado de modo 
usual mediante la construcciôn de modèles en cada caso, en los que 
se verifican cuatro de los axiomas y no se verifies el axioms cuya 
independencia se quiere demostrar. De esta manera existe un mode­
lo (el que demuestra la compatibilidad) en el que se verifican los 
cinco axiomas, y otros, uno para cada uno de los axiomas, en el —  
que se verifican cuatro y no el quinto, en consecuencia, ese quin- 
to axiome es independiente de los restantes.
Los modelos han sido construidos con gran dificultad en - 
la mayoria de los casos, y, en alguno de ellos, taies modelos veri 
fican los axiomas para los que estân propuestos por no cumplir las 
condiciones de las hipôtesis de los mismos. Esta técnica es utili 
zada también por algunos autores de la Bibliografîa, como Veblen.
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2.1 COMPATIBILIDAD IS LOS AXIOMAS
Los cinco axiomas enunciados en el capitulo 1 no son con 
tradictorios, es decir, no es posible deducir lôgicamente de estas 
proposiciones una proposiciôn y su contraria. Para mostrarlo va—  
mos a construir un sistema de cosas que satisface a todos los axio 
mas.
Consideremos el dominio de los numéros reales, y un par 
de numéros (x,y) del dominio como un punto, y las ternas (u.v.w) - 
de très numéros reales y sus proporcionales como una recta, con la 
condiciôn de que u y v no sean los dos nulos.
Si la ecuaciôn u x * v y * w « o s e  satisface, decimos que 
el punto (x,y) pertenece a la recta (u.v.w). Veamos que se satis- 
facen los cinco axiomas.
AXICMA I
Sean dos puntos A » (a^.a^) y B = (b^.bg) taies que 
A ^ B. Si existe la recta que contiene a ambos, se tendrâ que
ub^ + vbg ♦ w * o
Entonces, si 
a^ = b^ = o, se tiene que A * B s x « o
Xg « bg * o, se tiene que A ♦ B £ y » o
m Sg = o, se tiene que A * B s -(bg/b^)% * y ■ o
bj ■ bg « o, se tiene que A * B a x - (a^/ag)y « o
a^bg = b^ag. se deduce que (a^/a^) « (bg/b^) « k y se tiene que - 
A * B £ -kx ♦ y « o
En cualquier otro caso
C* " 4  . C ‘ ■]
\»l '•il \ »2 "/
Y el sistema tiene soluciôn ûnica con u » ^ x y v = y / w .
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Por otra parte, si dos rectas (u.v.w) y (u*,v*,w’) son -
taies que u/u* » v/v* , entonces como es bien conocido, o bien --
u/u* = v/v' = m/m' y son la misma recta, o bien, u/u' = v/v' / m/m' 
y entonces, el sistema
ux * vy * wX + V = o i 
X ♦ v'y * m ' = o J
no tiene solution, es decir, no hay ningùn par (x,y) que satisfaga 
a ambas ecuaciones, en consecuencia, (u,v,w) y (u',v',*') son para 
lelas.
AXIOMA II
Es évidente que para todo par de puntos alineados existe 
otro no alineado con elles. En efecto, sean dos puntos distintcs
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A « (a^.ag) y B » (b^.bg), entonces, la recta que los contiene se-
ré de la forma (bg - ag)x - (b^  - a^)y - m^bg ♦ Xgb^ ■ o como se
puede comprobar por simple cômputo y, donde bg - mg f o 6 b^- o.
En el caso de que b^ - a^ / o los puntos de la recta se­
rin de la forma (x, (bg - Sg)(b^ - a^)"^x ♦ (-a^bg *
y cualquier punto de la forma
(x ♦ 1, (bg - ag)(b^ - a^)"\s ♦ (-a^bg * »2*'l^ (**l “
no pertenece a la recta.
AXIOMA III
Para la demostraciôn de la compatibilidad de este axioms 
demostraremos que se cumple para su forma fuerte, es decir, para - 
el axioma III b.
Dados dos puntos del piano real cualesquiera P « (a,b) y
Q «= (a',b') definimos el punto R ■ (r^,rg) de tal manera que --
r ^ m ( a +  a')/2, rg ■ (b ♦ b')/2, y la siguiente aplicaciôn entre 
los puntos del piano Xt x R.
R X R —  ► R X R
f: (x,y) I » (2r^- x . 2rg-y)
que evidentemente es biyectiva, por ser R  cuerpo. Pues bien, esta 
aplicaciôn es una alineaciôn que intercambia P y Q. En efecto:
a) f ^ 1, pues X ^ 2r^ - x e y ^ 2Tg - y
f^ = 1, pues X * 2r^ - (2r^ - x) e y = 2Tg - (2Tg -  y)
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b) El ûnico punto fijo de f es H, ya que
X - 2r^ - i» ♦  * “ **1
F " 2Tg - y » y •
c) Sea la recta (u,v,w) que esté formada por los puntos (x.y) que 
satisfacen la ecuaciôn ux * vy * « > o. Entonces, como (x.y)
se transforma en (2r^ - x. 2r^ - y) esta ecuaciôn se transfor-
u(2r^ - x) * v(2rg - y) ♦ w « o 
-ux - wy ♦ 2Tj^u * 2TgV * w - 0
y la recta (-u.-v.2r^u * Zr^v ♦ w) es paralela a la recta --
(u.v.w) por nuestra definiciôn de paraielismo. Luego, nues—  
tra transformaciôn transforma puntos alineados en puntos alinéa 
dos.
d) Si P m (x.y) y P^ ■ (2r^ - x . 2r^ - y) pertenecen a la recta 
ux * vy * w > o, entonces
ux * vy * w * u(2r^ - x) + v(2Tg - y) * w m o y
2ur, * 2vr_ * 2w - o y R también pertenece a dicha recta.
Cabe aîiadir, ademâs, que f(P) > Q y f(Q) » P, ya que
f((a.b)> « (a ♦ - a. b * b* - b) > (a'.b')
f((a'.b')) - (a * a* - a*, b * b* - b') * (a.b)
AXIOMA IV
Definiremos una relaciôn entre las rectas del piano de • 
la siguiente manera. la recta (u.v.w) es ortogonal a la recta —
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(u',v',w*) si uu* ♦ w '  m o. Est* relaciôn satisface 0.1, 0.2, 0.3, 
y 0.4. En efecto
0.1 Dada la recta (u.v.w) existe la recta (-v.u.w) que es ortogo­
nal a ella, pues -uv * vu - o.
0.2 Es trivial, pues la condiciôn dada es simétrica.
0.3 Si las rectas (u.v.w) y (u'.v'.w") son ortogonales, entonces 
uu' ♦ w ' • o. Si (u''.v'',w') es paralela a (u.v.w) enton­
ces u/u" m v/v'' * k y u * ku' ', v - kv' '.
Por tanto, ku' u' * kv' v' ■ o y u*'u' ♦ v'v' ■ o, —
luego (u".v",w") es ortogonal a (u'.v'.w').
Por otra parte, si (u'',v",w") es ortogonal a (u'.v',w') 
entonces u''u' ♦ v'v' * o y u''/v'' « -v'/u'.
Como uu' ♦ w '  * o y u/v * —v'/u', résulta que u''/v'' *
■ u/v y u/u" * v/v", con lo que las rectas (u.v,w) y --
(u".v'',w'') son paralelas.
0.4 Consideremos el tri&ngulo determinado por los puntos Am (a^.^) 
B m (b^.bg) y C m (c^.Cg). Entonces, la recta A * B séria —  
la determinada por los puntos que satisfacen la ecuaciôn --
(bg - Sg)* - (b^ - a^)y - a^(bg - Sg) ♦ Sg(b^ - a^) m o
y la altura trazada por C al lado A * B
(bj^  - B^)x * (bg- Sg)y - c^(b^ - «j) - Cg(bg - *g) = o
lo que se comprueba inmediatamente por simple cômputo.
La recta A * C séria la formada por los puntos que satis
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facen la ecuaciôn
(*2 - Cg)x - («1 - c^)j - Cj<*2 - • °
y la altura trazada por B al lado A ♦ C
(a^ - c^)x ♦ (*2 - Cg)y - b^(a^ - c^) - bg^ag - C g ) - o
Las dos alturas calculadas no son paralelas, pues si lo 
fueran los lados A * B y A * C también lo serlan.
La recta B * C séria la formada por los puntos que satis 
facer, la ecuaciôn
(bg - Cg)x - (b^ - c^)y - c^(bg - Cg) ♦ Cg(b^ -c^) - o
y la altura por A al lado B * C
(bj - c^)x * (bg- Cg)y-a^(b^- c^) - ag(bg - Cg) - o
Esta ultima ecuaciôn no es sino la suma de las ecuaciones 
correspondientes a las otras dos alturas calculadas anterior- 
mente, luego, las très alturas concurren en un mismo punto, - 
como querlamos demostrar.
AXIOMA V
Se cumple trivialmente pues el cuerpo de los numéros rea 
les es completo.
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2.2 INDEPENDENCIA DE LOS AXIOMAS
Con el objeto de mostrar la independencia de los axiomas 
trataremos de encontrar unos modelos de geometrîa donde se verifi- 
quen cuatro de ellos y no se verifique el quinto. A taies modelos 
los designaremos por NI, N II, M III, N IV y N V, entendiendo aqui 
por Mi e l  modelo en donde se verifican todos los axiomas menos el 
primero, por N II el modelo donde se verifican todos menos el se—  
gundo, y asi sucesivamente.
Independencia del axic
Nuestro modelo N I consiste en el conjunto de dos rectas 
rj y Tg y dos puntos P^ y P^, taies que P^ esté situado en ambas - 
rectas y P^ en ninguna (ver fig. 20)
FIG. 20
Evidentemente no se verifica el axioma I, pues no existe 
una recta que contenga a P y a P , sin embargo, se verifican:
AXIOMAS II y III: Se verifican por no ciunplirse las condiciones de 
las hipôtesis.
AXIOMA IV: Definimos la relaciôn entre las rectas y de la s^
guiente manera
( - *”2
1 "  **1
que verifica 0.1 y 0.2 y, por no cumplirse las condiciones de las 
hipôtesis 0.3 y 0.4,
AXIOMA V: Se verifica por no cumplirse las condiciones de las hipô 
tesis.
Independencia del axiooui II
Nuestro modelo M II consiste en el conjunto de rectas for 
mado por la recta real y una recta que sôlo tiene un —
punto que es el de la intersecciôn con r,; el conjunto de puntos
"l-
1 '
evidentemente es el de la recta real r.
Evidentemente, puesto que r^ no tiene ningûn punto que -
no sea el de su intersecciôn con no se verifica el axioma II.
Veamos que se verifican los restantes.
AXIOMA I: Se verifica trivialmente , pues todo par de puntos esta
en una ûnica recta dada r^
AXIOMA III: Dados dos puntos cualesquiera de r^. P y Q, definimos 
el punto R = (P + 0)/2 y definimos la aplicaciôn de S en®, de la
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forma f: X ♦ 2R - X, que es biyectiva, distinta de la identidad, 
> 1, su ûnico punto fijo es R, transforma la recta en ella - 
misma e intercambia P y Q. Luego se verifica el axioma III.
AXIOMA IV: Definimos la relaciôn entre las rectas y de la —  
siguiente manera:
P(r^ ) - rg
i P<*“2’ - ‘‘l
y esta relaciôn verifica 0.1 y 0.2 y, por no cumplir las condicio­
nes de las hipôtesis, 0.3 y 0.4.
AXIOMA V: Se verifica trivialmente pues la recta r, es continua.
Independencia del axioma III
Nuestro modelo N III consiste en cuatro puntos A,B,C,D, y 
las rectas A + B, A + C ,  A + D ,  B + C ,  B + D y C +  D.(Ver fig. 21)
En este modelo no se verifica el axioma III, pues si tra 
tamos de définir una aplicaciôn biyectiva entre nuestros puntos y 
tomamos dos cualesquiera de ellos que tal aplicaciôn intercambie, 
résulta que los otros dos,o son los dos puntos fijos, o también se 
intercambiarian, no habiendo punto fijo. En ambos casos tal apli­
caciôn no cumpliria la definiciôn de alineaciôn. Veamos que se ve 
rifican los restantes axiomas.
AXIOMA I: Se verifica trivialmente pues la propia definiciôn de - 
las rectas del modelo asegura que para todo par de puntos distintos 
existe una ûnica recta que los contiene.
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AXIOMA II: Es évidente que para cada par de puntos alineados exis­
te otro no alineado con elloa.
FIG.21
AXIOMA IV: Definimos la siguiente relaciôn p entre las rectas:
p(A + B) « A + C ; p(A -f C) « A ♦ B ; p(A * B) » B + D
p(B + D) m A + B ; p(C ■» D) « A ■» C ; p(A + C) » C + D
p(C + D) - B + D ; p ( B + D ) m C * D ;  p(A * D) m B * C
p(B + C) m A + D
Enfonces se verifican:
0.1 Pues para cualquier recta existe una ortogonal a ella.
0.2 La propia definiciôn es simétrica.
0.3 También por la propia definiciôn, si una recta es ortogonal a
otra, se verifies que es condition necesaria y suficiente que
una tercera ses ortogonal a la primera para que ses paralela 
a la segunda.
0.4 En cualquiera de los triângulos ABC, ABD, B Œ  y ACD los pun—
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tos de intersecciôn de las alturas son A, B, C y D, respectivamente.
AXIOMA V: Se verifies por no cumplirse las condiciones de las hip6 
tesis del axioms.
Independeneia del axioms IV
Nuestro modelo M IV consiste en una unies recta sin pur.—  
tos. Evidentemente, no se verifies el axioms IV.
Los axiomas I, II, III y V se verifican por no cumplirse 
las condiciones de las hipôtesls.
Independencia del axiosia V
Nuestro modelo N V consiste en el piano racional 0 x Q, - 
donde no se verifies, evidentemente, el axioms V.
Los puntos seràn los pares (x,y) de Q x 0 y las temas —  
(u,v,«) de numéros rationales y sus proporcionales, se considéra—  
rân como rectas, con la condiciôn de que u y v no sean ambos nulos. 
Si la ecuaciôn u x + v y + w m o s e  satisface por el par (x,y), dire 
mos que este punto pertenece a la recta (u,v,w). Veamos que se —  
verifican los restantes axiomas.
AXIOMA I: Dados dos puntos cualesquiera A - (a^.a^) y B > (b^,bg) 
existe la recta que los contiene y es ûnica, de la forma
(bg - ag)x - (bj - a^)y - a^b^ ♦ a^b^ - o
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Los puntos de esta recta son de la forma
(x, (bg - Sglfb^ - aj)"^K ♦ (-a^bg *
((»>1 - a^)(bg - ag)"^y ♦ ("jbg - agb^)(bg - a^)"^. y) si b^/ a g. 
En ambos casos dichos puntos pertenecen a Q x Q.
AXIOMA II; Es évidente que se cumple, pues dados dos puntos cuales 
quiera A » (a^.a^) y B ■ (b^,bg) distintos, por un razonamiento —  
anAlogo al anterior, los puntos
(x ♦ 1, (bg - ag)(b^ - a^)"^x ♦ (-a^bg ♦ °
""l - h ’"’j - - .j)-*. r . 11 .n lo,
cases describes anteriormente, résulta que no pertenecen a la rec­
ta A + B.
AXIOMA III: Dados dos puntos cualesquiera del piano racional 
P = (a,b) y Q m (a',b*) definimos el punto R « (r^r^) tal que —  
r^ = (a + a*)/2, Tg ■ (b ♦ b*)/2 y la siguiente aplicaciôn entre 
los puntos del piano
C X O --» © X C
f: (x.y) ♦— — > (2r^ - x, 2rg - y)
y se demuestra de forma analogs a como se hizo en 2.1 que esta —
aplicaciôn es una alineaciôn que intercambia P y Q .
AXIOMA IV: Definimos una relaciôn entre las rectas del piano de la 
siguiente roanera, la recta (u.v.w) es ortogonal a la recta —  
(u'.v',*') si uu' ♦ w*  = o. Esta relaciôn satisface 0.1,0.2, 0.3 
y 0.4.
12?
Su demostraciôn es aniloga a la efectuada en 2.1 para - 
el piano real, teniendo en cuenta que aqul los elementos son numé­
ros rationales.
C A P I T U L O  3
EL ESPACIO AFIN. COORDEXADAS, ORTOGONALIDAD 
Y ORDEX
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3.0 INTRCOUCCION
En este capltùlo ae lleva a cabo la extensiôn del piano 
al espacio de très dimensiones. Nos encontramos con très tipos de 
elementos indefinidos , puntos, rectas y pianos, y las relsciones 
blnarias de incidencias entre puntos y rectas, y puntos y pianos.
Se define, en primer lugar, el paralelismo entre rectas, 
entre pianos, y entre rectas y pianos, e inmediatamente después - 
se enuncian los axiomas de incidencia que son los cinco primeros. 
Intencionadamente estos axiomas han sido enunciados en su forma - 
mâs débil por dos motivos, el primero porque es una de las carac- 
terlsticas del présente trabajo, y el segundo, porque asi se fac^ 
lita la demostraciôn de la independencia de los axiomas, sobre to 
do del primero de ellos. Quizàs se note a faltar el axioma de —  
las paralelas, y el axioma de incidencia, que afirma la pertenen- 
cia a un piano de todos los puntos de una recta si dos puntos de 
ésta pertenecen a aquel. Como se despuestra posteriormente, ta—  
les axiomas son consecuencias de los axiomas VI (existencia de —  
alineaciones) y VII (ortogonalidad).
Es de observer, asimismo, que, con el objeto de que esta 
axiom&tica del espacio comprenda.al restringirla a cada piano,la 
axiomàtica presentada en el capitulo 1, la definiciôn de alinéa—  
ciôn en el espacio exige, ademâs, que una recta y su transformada 
sean coplanarias.
Pues bien, tras la obtenciôn de unos primeros resultados 
geométricos que permiten efectuar la construcciôn del punto trans 
formado de otro por una alineaciôn, y la demostraciôn de que por 
un punto existe un ûnico piano paralelo a otro, se definen las —
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traslaciones, y se demuestrs que cads traslaclôn es el producto - 
de dos alineaciones.
La ir.troducciôn del axioma VI en su forma fuerte directa- 
mente, y no como se hizo en el piano, se debe precisamente, a la - 
necesidad de la demostraciôn de la existencia y ur.icidad del piano 
que pasa por un punto y es paralelo a otro.
En este momento, se procédé a la introducciôn de coordena 
das de una forma similar a como se hizo en el piano, pero si bien 
la adiciôn entre los elementos del sistema F de donde se toman las 
coordenadas (que no es otro que el conjunto de puntos de una rec­
ta) se efectùa de forma an&loga a la del piano, en el espacio, la 
definiciôn de producto reviste una mayor complicaciôn. De todas - 
formas se llega al importante resultado expuesto en el Teorema —  
III.6 que asegura, en presencia de los axiomas I al VI, una cierta 
afinizaciôn del espacio, de manera que el dominio de los elementos 
const!tutivos de dicho espacio es un sistema numérico cartesiano —  
anàlogo al sistema elegido en el piano.
Posteriormente, se llega a la demostraciôn de las propie- 
dades de distributividad por la derecha de F y de que su caracte—  
ristica es distinta de 2, estudiando ûnicamente un piano del espa­
cio y remitiéndonos a los resultados obtenidos en el capitulo 1.
Con el objeto de dotar a nuestro sistema numérico F de la 
estructura de cuerpo y définir una relaciôn de ortogonalidad entre 
rectas y pianos, es necesario introducir el axioma VII que asegura 
la existencia de una relaciôn de ortogonalidad entre las rectas de 
cada piano del espacio, que verifica una serie de propiedades que 
son las mismas que en el piano. Esto nos permits dotar al sistema 
F de la estructura de cuerpo conmutativc.
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En esta lituaciôn, me define una nueva relaciôn de ortogo 
nalidad en un piano del espacio (el que contiene a la recta que ha 
servido para la definiciôn de F y un segundo eje de ordenadas),que 
se extiende de forma natural a la ortogonalidad entre rectas en el 
espacio y entre rectas y pianos del espacio.
Para finalizar este capitulo se ordena el espacio igual - 
que se hizo con el piano, completindolo previamente mediante la in­
troducciôn del axioma VIII que compléta el cuerpo base, y poste--
riormente, dando una relaciôn de orden para puntos alineados que - 
se conserva o se invierte en las proyecciones paralelas.
3.1 ALINEACIONES
Sean très conjuntos, uno de "puntos", otro de "rectas", 
y otro de "pianos" y dos relaciones binarias, una entre un punto 
dado, P y una recta dada 1, "P esté (situado) sobre 1" (P € 1); - 
y ctra entre un punto dado P y un piano dado oC , "P esté (situado) 
sobre oc " (P çoc). Estas relaciones pueden ser verdaderas o fal- 
sas para los pares P y 1, P y .
Todos los axiomas pueden ser expresados en términos de 
estas relaciones. Sin embargo, también utilizaremos expresiones - 
équivalentes al objeto de aligerar el lenguaje, como "P pertenece 
a 1" , "P pertenece a ot", o "1 contiene a P", " oc contiene a P", 
o, "1 pasa por P".
Podemos decir que 1 y m se encuentran en P si P esté a 
la vez sobre 1 y sobre m ,  y si P es el ûnico punto sobre 1 y m, d^ 
renos que "1 y m se cortan en P" o que "P es la intersecciôn de 1 
y m".
Definiciôn III.1
Sean 1 y m  dos rectas cuyos puntos estân en un mismo —  
piano, taies que 1 m m  o bien ningûn punto P esta a la vez sobre 1 
y  m; entonces, decimos que 1  y  m  son paralelas, y  escribimos 1  II m.
Si 1 y m  no son paralelas y todos sus puntos pertenecen 
a un mismo piano, existe al menos un punto P a la vez sobre 1 y m.
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Definiciôn III. 2
3ean oc y ji dos pianos taies que oc « ^  , o bien, que
nir.gûn punto P esté a la vez sobre o( / ^  , entonces decimos que 
oc y ^  son paralelos, y escribimos O^-11 ^  .
Si o£. no es paralelo a . entonces existe al menos un 
punto a la vez sobre 0< y .
Definiciôn III.3
Sean u y una recta y un piano taies que todos los pun 
tos de a estân en o<. o ningûn punto de a pertenece a oC , entonces 
decimos que a es paralela a y escribimos a II O t  ,
AXIOMA I
Si existen dos puntos distintos P y Q, existe una y sô- 
lo una recta 1 tal que P esté sobre 1 y Q esté sobre 1. Escribi—  
mos 1 m P + Q, y decimos que P y Q estân alineados.
Si 1 no es paralela a a y esté en el mismo piano, exis­
te exactamente un punto P a la vez sobre 1 y a. En efecto, si —  
existieran dos puntos el axioma I llevarla a 1 * a y, por tanto, - 
1  II a.
AXIOMA II
Si existen dos puntos alineados P y Q, existe un punto 
M no alineado con ellos.
AXIOMA III
Si existen très puntos P, Q y M no alineados, y alinea­
dos dos a dos, existe un ûnico piano 0( que los contiene. Escrib£ 
mos o( m P + Q * M, y decimos que P, Q y M son coplanarios.
AXIOMA IV
Si dos pianos oC y ^  tienen un punto comûn P, tienen 
ai menoa otro punto comûn Q.
AXIOMA V
Si existen très puntos P, Q, M no alineados, y alinea­
dos dos a dos, existe un punto T no coplanario con ellos.
Hipôtesls (H)
Si existen très puntos P, Q. M no alineados y alineados 
dos a dos, existe una y sôlo una recta que pasa por uno de ellos y 
es paralela a la recta determinada por los otros dos.
Indicamos este axiome con el nombre de "Hipôtesis" pa­
ra distinguirlo de los otros, ya que se demostrarâ en el Teorema 
III.14 que depende lôgicamente de los restantes axiomas.
Definiciôn III. 4
Una aplicaciôn biyectiva f entre los puntos del espacio
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se denomins alineaciôn respecte a un punto R si
a) - 1; f ^ 1
b) a R (R es el ûnico punto fijo de f)
c) Si P, Q, T son puntos alineados distintos, P^, Q^,
estân alineados y ambas rectas son coplanarias.
d) Para todo P del espacio R €  P + P^.
AXIOMA VI
Para cada par de puntos distintos y alineados del espa­
cio existe una alineaciôn que los intercambia.
Corolario III.1
Si una recta 1 tiene dos puntos P y Q en comûn con un 
piano ec , todos los puntos de 1 pertenecen a oC .
Demostraciôn
Puesto que existe una alineaciôn f con centro en 1 que 
intercambia P y Q, para todo punto T de 1 resultarâ que P + T esta 
râ en el mismo piano que Q + = P + Q, es decir, todos los puntos
de la recta estarân en un mismo piano y, como P y Q pertenecen a oc 
todos los demâs también pertenecen a oC .
Como consecuencia inmediata, si dos pianos tienen un —  
punto comûn,segûn el axioma IV tienen un segundo punto comûn y, —
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por tanto, la recta que contiene a ambos puntos ser* también comûn 
a los dos pianos.
También se verifica trivialmente que un piano y una rtc 
ta no incidentes tiene a lo mâs un punto en comûn.
TEOREMA III. I
Por una recta que contenga dos puntos, y un punto exte­
rior a elle, o por dos rectas distintas que se corten y contengan 
sendos puntos distintos, pasa un piano y uno solo.
Demostraciôn
En ambos casos tenemos très puntos no alineados y en —  
virtud del axioms III, existe un ûnico piano que contiene a los —  
très puntos, y ademâs, segûn el corolario III.l, la primera recta 
y las otras dos pertenecen al piano.
Corolario III.2
Si f es una alineaciôn con centro en R, entonces pau-a - 
todo par de puntos P y  Q del espacio, se verifica que P + Q II 
♦ Q^ .
Demostraciôn
Si R es el centro de f, entonces;
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1) Si R C P -f Q, résulta que R e P^ ♦ Q^, y como R g  P + P^ y —
R €  0 ♦ Q^ , entonces P ♦ Q ■ P*^  ♦ y P ♦ 0 U
2) Si R ^  P ♦ Q, entonces R ^  P^ * Q^, y si P + Q y P^ + (f no —
son paralelas, résulta que por ser coplanarias se cortan en un
punto que séria fijo y distinto de R, lo que no puede ser.
Corolario III.3
Si f es una alineaciôn con centro en R, se verifica - 
que si P y Q son dos puntos que intercambia f. y si existe un pun­
to S no en P + Q, entonces existe T no en P * Q tal que P ♦ S II 
Q-f-T, yP-fTilQ-t-SyR, S y T  estân alineados.
Demostraciôn
Si existe S no en P + Q, ses T » S^, entonces R, S y T 
estân alineados y, por el corolario III.2, P + S H Q + T, y P + Tt| 
Q + S.
TEOREMA III.2
Una alineaciôn que intercambia dos puntos cualesquiera 
del espacio es ûnica.
Demostraciôn
Sean dos puntos del espacio P y Q distintos y sean f y 
f  dos alineaciones distintas de centros R y R* respectivamente.
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que intercambian P y Q. Sea S un punto cualquiera del espacio no 
en P ♦ Q. Entonces. T ■ y T* » son taies que P ♦ Tl| Q ♦ S,
y P ♦ T* Il Q + S, lo que implies que P * T || P * T' y P + T*P + T', 
por otra parte, P + S|| Q * T y P  + S|| Q + T", lo que implies que 
Q + T « Q + T", y puesto que P ♦ T ^ 0 ♦ T, résulta que T « T',
S « S* y f - f•,
TEOREMA III.3 (Axioma de Fano)
Las diagonales de una paralelogramo no son paralelas.
Demostrmoite
Sea ABA'B’ un paralelogramo tal que A + B|| A* + B' y - 
A ♦ B*Il A' + B, y f la alineaciôn que intercambia A y A' cuyo cen
tro R € A + A*, siendo A ♦ A* una diagonal. Como A + B'II A' + B'^
y A' ♦ B' Il A ♦ B'^, se deduce que A ♦ B'^ « A ♦ B y A* + B'^ =
* A* + B, entonces B'^ « B y, en consecuencia, R€. B ♦ B*.
Corolario III.4
Las diagonales de todos los paraielogramos que tienen 
una diagonal comûn a todos ellos se cortan en un mismo punto.
Demostraciôn
Segûn el Teorema III.3 el punto de intersecciôn es el - 
centro de la alineaciôn que intercambia los vertices de la diago­
nal comûn.
139
Corolario III.S
Las diagonales de un paralelepipedo se cortan en un mis
mo punto.
OaaKMtraciân
Sea el paralelepipedo ABCDA'B'C'O* (ver fig. 22) tal —
FIG.22
que A ♦ D 11 B ♦ c II B* + C' (| A" + D', A ♦ B I! D + C II D* + C'l|
A' B', A ♦ A* Il B + B" Il C + C  N D * D". Las diagonales de las
caraa ABCD y A’B’C’D' son paralelas, pues pertenecen a los pianos
deteminados por dichas caras que son paralelos, y ademis al piano 
deteminado por B ♦ B* y D 0*. Lo mismo ocurre con las diagona­
les de las restantes caraa, A + C y A' + C', A + D' y B + C', --------
D + A' y C + B'. A B' y D ♦ C*, y, D* + C y A' + B. Entonces, -
A' + C diagonal del paralelepipedo, es diagonal comûn a los parale 
lograoos ACA'C, A'D'BC y A'DCB*, cuyaa diagonales A + C', B + D', 
y D + B' son las diagonales del paralelepipedo, que se cortan segûn 
el corolario III.3.
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TEOREKA III.S
Si ABCD es un paralelogramo tal que A + B|| D + C y  
A ♦ D B ♦ C, si F es un punto en A + D tal que B ♦ D II C + F, —  
(ver fig. 23), entonces F * A^, siendo j la alineaciôn de centro D.
FIG. 23
Demostraciôn
 ^ Notemos por L el punto comûn de las rectas A + B y C + F 
(que estân en el mismo piano y no pueden ser paralelas, pues si no 
existirian dos paralelas por B a C + F); y por K el punto univoca-
mente determinado tal que A + K||F + L y F  + K | | A * L ,  ademâs,
sean «  - (A ♦ K)(C ♦ D), H « (F ♦ K)(B ♦ D). R - (D ♦ F)(C ♦ H), -
S . (B * C)(D ♦ L) y T . (A ♦ D)(B + M).
Sea f la alineaciôn que intercambia C y D. Esta alinéa 
ciôn intercambia B y F, y L y N (corolario III.4), y por tanto, —  
C 4- N !1 L + D. Sea g la alineaciôn que intercambia B y D. Esta - 
alineaciôn intercambia C y A, y L y M, lo que prueba que D + L 
M + B. La transformaciôn gf manda C sobre B y M sobre M, y trans­
forma toda recta en otra paralela, ya que f y g tienen esta ultima 
propiedad. De aqui B + C y M + N son rectas fijas por gf. En —
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efecto, para todo punto X de B * C, X + C ae transforma en una pa­
ralela a X ♦ C y como X ^  ♦ « X*^ ♦ B, esta ûltima tiene que -
ser B e C y X*^ pertenece a B ♦ C. Anilogamente, para N ♦ N. Si
estas rectas no son paralelas tendrian un punto comûn W y éste sé­
ria fijo por gf. Entonces, » B y W *  ■ B^, y se seguirla del - 
Teorema III.2 que f • g. Pero esto es imposible, pues implicaria
B ■ C. Memos demostrado que B * Cll M + M.
Existe finalnente, una alineaciôn b que intercambia D y 
N, intercambia A y M y ademâs, B y X. De aqul, por lo anterior, - 
B ♦ N II D ♦ K. Por tanto, D ♦ L y D ♦ X son rectas paralelas y —  
D, L y X estân alineados, y AXFL es un paralelogramo cuyas diagona 
les se encuentran en D, lo que prueba que F « A^, siendo j la ali­
neaciôn de centro 0.
TXOREMA III.6
Si P y Q son dos puntos distintos y R el centro de la - 
alineaciôn que los intercambia. Si P', Q* y R* son puntos alinéa 
dos y existen très rectas distintas paralelas p, q, r taies que —  
P ♦ P' m p, Q * Q’ = q y R + R' « r, entonces H* es el centro de - 
la alineaciôn que intercambia P* y Q*.
Demostraciôn
Se efectuarâ en una serie de apartados teniendo en cuen 
ta que evidentemente todos los puntos son coplanarios.
1) Supongamos que P - P', R ^ R' y Q / Q', R + R' |) Q ♦ Q*. Exis
te un solo punto T tal que T ♦ P' Il R ♦ Q' y T ♦ Q* |l P ♦ R.
Es consecuencia del corolario III.3 que T, R y R* estân alinéa
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dos y ademis, T + R'II Q * Q'. Luego R* es el centro de la al^
neaciôn que intercambia P* y Q* segûn el Teorema III.5.
2) Supongamos ahora que P ♦ Q 11 P' ♦ Q*, entonces, P * Q' tendrâ 
un punto en comûn con R ♦ R* que llamaremos N. Por lo demos—  
trado en 1), M es el centro de la alineaciôn que intercambia - 
P y Q' y. en consecuencia, R' es el centro de la alineaciôn —  
que intercambia P* y Q'.
3) Supongamos ahora que P * QyH'P' * Q' y P ^ P', entonces sea •
la recta paralela a P* * Q" que pasa por Q. El punto wr es —
centro de la alineaciôn que intercambia «p y Q por l), y R* es 
el centro de la alineaciôn que intercambia P' y Q* por 2).
TEOREMA III.7
Dado un piano oC determinado por très puntos P, Q, S, y 
un punto T no en oi , existe un ûnico piano paralelo a =< por T.
Demostraciôn
Scan f, g, h las alineaciones que intercambian P y T, - 
0 y T. y. S y T, respectivamente, entonces, T, Q^, determinan - 
un piano /3 que veremos es paralelo a , (anilogamente para T, - 
P*. S*, y T, P** y Q^). Posteriormente demostraremos la unicidad.
1) Si el piano ^  no es paralelo a oC , tiene un punto comûn con - 
él y, por tanto, una recta comûn m cuyos puntos pertenecen a 
y a ^  . Considérâmes las rectas T + gf y T + que estân en 
p> Puesto que ambas se cortan en T, la recta m no puede —
ser paralela a ambas; supongamos que corta a T + en A. En­
tonces el piano determinado por P, T y Q corta a la recta a en
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A. pues este piano contiene a la recta T ♦ Q^ ; luego A esté -
en los pianos ^  y en el determinado por P, T y Q, es —
decir, estaré en la recta intersecciôn d e O C y  P * T * Q que 
es P ♦ Q, por tanto, P ♦ Q y 1
no es por el corolario III.2.
T ♦ no son paralelas, lo que -
2) Supongamos ahora que dados o( y T existen dos pianos y# y
paralelos a o( por T. entonces. existe una recta m contenida - 
en ambos. Esta recta no es paralela a alguna de las très de—  
terminadas por P, Q y S. Consideremos esta recta no paralela 
a m, por ejemplo P * Q, entonces el piano determinado por P, Q 
y T, cortarâ a /3 y y3 en sendas rectas distintas y ambas para 
lelas a P ♦ Q, lo que esté en contradicciôn con la hipôtesis - 
(H).
Ii4
3.2 TRASUCIONES
Definiciôn III.5
Una a p l i c a c i ô n  b i y e c t i v a  t e n t r e  l o s  p u n t o s  d e l  e s p a
c i o  s e  l l a m a  t r a s l a c i ô n  s i :
( a )  X + X^ll Y +  Y^, e n  e l  c a s o  d e  q u e  X e  Y n o  s o n  p u n t o s  f i j o s
de t.
( b )  X * Y II X^ 4  Y^ . p a r a  X / Y.
Si la traslaciôn t es distinta de la identidad, en—  
tonces las rectas paralelas a las que se refiere la condiciôn (a) 
forman un haz de rectas paralelas.
Es inmediat» que una traslaciôn con un punto fijo es 
la identidad. Asimismo, dos traslaciones son iguales si existe 
un punto que es transformado por ambas traslaciones en el mismo 
punto. Las traslaciones forman un punto T. Este grupo es conmu 
tativo si existen traslaciones de distintas direcciones.
III.1
El producto de dos alineaciones es una traslaciôn, y 
el producto de très alineaciones es una alineaciôn.
Demostraciôn
Si f es el producto de un cierto numéro de alineacio 
nés, entonces se cumple la propiedad (b). Si el punto P no es -
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fijo por f, entonces Is rects P * es fijs por f, ys que es en 
visda por t a una recta paralela que pasa por P^.
Si r y a son alineaciones, se sigue del Teorema III.2 
que la existencia de un punto fijo de ra implies que r ■ a, ya - 
que si B*** ■ B, B** ■ B*, y ademâs ra - 1.
Pero si ra no tiene punto fijo, entonces se sigue del 
resultsdo del primer paragrafo de la demostraciôn que todas las - 
rectas P ♦ P*^ son paralelas por ser rectas fijas y no tener pun­
tos fijos, lo que demuestra que ra es una traslaciôn.
Si t es una traslaciôn y r es una alineaciôn respecte 
a un punto R, y si P es un punto cualquiera del espacio, entonces 
P + P* Il P*"^  ♦ por (a) y. P * P*'^  Il P^ ♦ (P*"^ )^ , por (b).
Esto implies que P** » P^^ (pues P^ y P**^  son los extremes de la -
diagonal del paralelogramo y el transformado de P por r tiene que 
ser el otro extreme de la otra diagonal, es decir, P^^), o tam—  
bien r » trt. Ademâs, r^ « 1; y ahora es fâcil demostrar que rt 
es una alineaciôn. En efecto, rt es biyecciôn, pues es composi—  
ciôn de dos biyecciones, ademâs:
(a) Si r « trt, se verifica que r^ » rtrt « (rt)^ * 1, y si 1
entonces rt ^ 1.
(b) Si P y Q son dos puntos distintos, entonces P ♦ Q || P^ * Q ,^ 
y como r es una alineaciôn, P* ♦ || P*"^  Q** y, por tan­
to, se cumple la condiciôn de rt transforma puntos alineados 
en puntos alineados del mismo piano.
(c) El centro de la alineaciôn rt se calcula de la siguiente for 
ma: Bas ta con demostrar que P, Q, P**^ , son los vértices 
de un paralelogramo cuyas diagonales se cortan en un punto - 
que sera dicho centro. (Ver fig. 24).
146
Q + P
rt
'A hemos visto que P ♦ Q t| Veamos que
Q ♦ P**^  H  P ♦ Q*"^ , con lo que habremos terminado, pero
.rt
0^ ♦ p'
jrt
* q ’^} . P.
ptrt _pi
F I G  2 4
Hemos demostrado también que t~^ ■ r~^tr, con lo que
se verifica el siguiente resultado:
Corolario III.6
Si R es el grupo generado por las alineaciones, enton 
ces T es un subgrupo de indice 2 de R y T es abeliano.
Una consecuencia inmediata del lema III.1 y del Teo—  
rema III.2 es el importante resultado siguiente:
Corolario III.7
Existe para todo par de puntos distintos una alinéa—  
ciôn que los intercambia si y sôlo si el grupo de las traslaciones 
es simplemente transitive.
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DaaoatracUp
Si para todo par de puntoa distintos existe una alinéa 
ci6n que los intercambia, por el Teorema III.2, esa alineaciôn es 
unies y, en consecuencia, existe una ûnica alineaciôn para cada R 
del espacio que tiene R como centro.
Bastaré con probar que para todo par de puntos distin 
tos P y Q del espacio, existe una traslaciôn tal que P^ « Q. Pero 
como existe una alineaciôn r tal que m Q, si R es el centro de 
esta alineaciôn, existen sendas alineaciones r^ y r^, taies que —  
R « P**^  y R**2 . Q, en consecuencia, t - y, por tanto T es sim 
plemente transitive.
Si el grupo de las traslaciones es simplemente trans^ 
tivo, sean P y Q dos puntos distintos, y sea R el centro de una - 
alineaciôn r. Si Q m P**, hemos terminado; si Q f P**, entonces —  
Q ♦ P 11 Q** ♦ P*" y, ademâs, Q ♦ P*" H 0** ♦ P Entonces, por ser el 
grupo de las traslaciones simplemente transitive, existe una tras 
laciôn que transforma P** en Q, es decir, P^^ ■ Q y, por tanto,
Q > P, y rt es la alineaciôn buscada.
3.3 IfmKH)UCCION OB COORDENAOAS
Supongamos que X, Y, Z son tres puntos no alineados - 
y que 0 no es un punto del piano X + Y + Z. Dénotâmes por F el - 
sistema de puntos de O + Y. Los elementos de F nos servirAn como 
coordenadas e introduciremos mâs tarde una adiciôn y una multipli- 
caciôn de los mismos.
Si c es un elemento de F (ver fig. 25) entonces exis­
te un ûnico piano paralelo al piano 0 + Z + X que pasa por c, por 
razones que se apreciarân posteriormente, le denominaremos (y • c).
(x : c)
F I G . 2 5
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Si c es un elemento de F entonces existe uns unies —  
recta psrslels s X ♦ Y que psss por c y no es psrslels s O + X ,  - 
pues si le fuers, existirlsn dos rectss psrslelss por X s ests —  
rects cuys existencis se sfirms; entonces, se encuentrsn en un —  
punto P por el que psss un ûnico plsno psrslelo si plsno 0 + Z + Y 
que denotsremos por (x » c).
Por ultimo, si c es un elemento de F, entonces existe 
un ûnico plsno psrslelo s X ♦ Y ♦ Z que psss por c y no es psrsle 
lo s Is rects 0 + Z, por no ser-lo X + Y + Z ;  entonces, se encuen­
trsn en un punto 0 por el que psss un ûnico plsno psrslelo s —  
0 + X + Y ,  que denotsremos por (s > c).
Por Is unicidsd del psrslelismo se sigue inmedistsmen 
te que (y » c) « (y » d) si, y sôlo si, c > d; (% * c) » (x « d) 
si, y sôlo si, c - d; y, finalmente, (z > c) > (z > d) si, y sôlo 
si c a d.
Si b, c, d, son elementos de F, entonces (x > b),
(y ■ c), (z a d) son plsnos distintos que se cortsn en un punto, - 
pues son psralelos a 0 + Y + Z, 0 + X + Z ,  y 0 + X + Y, respective 
mente, y denotamos este punto por (b,c,d). De (b,c,d) a (x a b)
(y -  c)(z a d), y del ûltimo parâgrafo, se sigue inmediatamente —  
que (b,c,d) - (b',c',d*) si y sôlo si b a b*, e a c* y d a d*.
Supongsmos, inversamente, un punto P del espacio, —  
(ver fig. 26). Entonces, el ûnico piano paralelo por P a 0 + Z + X 
cortaré a 0 + Y en un punto e bien determinado. El piano paralelo 
por P s O + Z + Y cortaré s O + X en un punto Q por el que psssré 
uns ûnics rects psrslels s X + Y que cortaré s su vez, s O + Y e n  
un punto bien determinado b, y, por ûltimo, el ûnico plsno psrsle­
lo por P s 0 + X + Y cortaré s 0 + Z en un punto bien determinado
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R por el que pasari un ûnico piano a X * Y + Z que cortari a 0 + Y 
en un punto bien determinado d, y ae verifica por la propia cons- 
trucciôn, que P - (h.c.d).
FIG. 26
Por tanto, los puntos del espacio estân en correspon- 
dencia biyectiva con las ternas (b,c,d) de elementos de f.
Si existe una traslaciôn t « t para todo c de F, tal 
» ® 
que c m 0“ , trataremos de introducir la adiciôn en F de la forma
c ♦ d -
Es claro que esta operaciôn define un isomorfismo me- 
diante la traslaciôn de t de O en el elemento 0^ de F del grupo -
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de las traslacioncs en T. Luego el sistema aditivo es un gru­
po, por série las traslaciones.
Ses t una traslaciôn de direcciôn igual a la de la —  
recta 0 ♦ Y, entonces el piano (x » c)* * (% - c), entendiendo —
aqui que (s ■ e) es un piano fijo no de puntos fijos, puesto que -
(x m c) es paralelo a 0 ♦ Y, anilogamente ocurre para (s • c). -
Si c es un elemento de F entonces c * (O )^ , y encontrarenos que -
(y • e)* « (y • (0)^)* y serâ un piano de la forma (y ■ k), donde
k es el trasladado de c por t, entonces, por definiciôn de suma, -
(y -  (0)'«)^ -  (y -  .  (y .  e + 0*)
Por tanto, si P es un punto del piano, tal que P« (b,^d) 
para ciertos b,c,d de F, encontramos que P « (b,c*0*,d).
Si p es un elemento de F, entonces (o.o.p), (p,o,o),
(o,p,o) determinan un piano que es paralelo a X + Y + Z, por cons
trucciôn. Si q es otro elemento de F, entonces
(o,o,p)*q - (o,q.p), (p.o.o)^9 « (p.q,o), y (o.p.o)** - (o,p+q,o)
ya que p*Q ■ ( 0 ) ^ ^  " P + q y. anélogamente para las otras igual 
dades; ademis, estos puntos determinan un piano paralelo al deter 
minado por (o.p.o), (p.o.o) y (o,o,p) y, por tanto, paralelo a —
X + Y + Z. Esto muestra que los pianos psralelos a X + Y + Z es- 
tin caracterizados por la ecuaciôn
X + y + X " e 6 y » -x + c - x
En orden a posibilitar la caracterizaciôn de todos los 
pianos en forma de ecuaciones, necesitamos una cierta definiciôn - 
de multlplicaciôn en F. Para hacer esto, tenemos que dar preferen 
cia a algûn elemento de F distinto de o, que servirâ como unidad - 
por la izquierda de esta multiplication.
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ftte elemento unidad puede ser elegido, de todas for­
mas al azar. En consecuencia, diferentes elecciones llevan a dis 
tintas definiciones de multiplicaciôn.
Sea pues, 1 un elemento de F distinto de o. Si r y a 
son elementos de F, entonces el piano (z * r) y la recta (K(l,s,l) 
son taies que se cortan en un punto, pues (z - r) es paralelo a - 
0 + X + Y ,  O e o  + X + Y, y (l,e,l) ^ 0 * X  + Y, pues 1 ^ o. Por 
otra parte, se demuestra fécilmente que los puntos de la recta —  
0 * (1,B,1) tienen iguales su primera y tercera coordenadas, dada 
la construcciôn por paralelismo de éstas.
Por tanto, podemos définir el producto de rs como el 
elemento unlvocamente determinado de F que satisface
(r.ra.r) « (z ■ r)(0+(l,a,l)) {Ver fig. 27)
En estas condiciones, la recta (x «= r)(y « rs) corta- 
râ al piano (z « o) en el punto (r,rs,o), y la recta paralela a - 
la anterior (x = l)(y * s) en el punto (l,s,o).
Como las rectas (x » r){y » rs), (x » l)(y - s) y —  
0^(l,s.l) estin en un mismo piano, las dos primeras por ser para- 
lelas y la tercera por tener los dos puntos (l,s,l) y (r,rs,r), - 
cada uno en una de ellas, y ademâs 0 pertenecer a la intersecciôn 
de este piano con (z « o); entonces, 0 pertenece a la recta deter 
minada por los puntos (l.s.o) y (r.rs,o), con lo que, restringién 
donos al piano 0 + X + Y, la definiciôn de multiplicaciôn en F —  
podria escribirse
(r.rs) « (x * r)(0 + (l,s))
y, por anâlogas razones, si nos restringimos al piano 0 + Z + Y .  
la definiciôn de multiplicaciôn compatible con la anterior, séria
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(r.ra) - (» « r)(0 ♦ (I,*))
SltuémonoB, pues, en el piano (z = o). Si p es una rec­
ta del piano no paralela a 0 ♦ Y - no es de la forma (x « c) (ten- 
gamos en cuenta que esta notaciôn ya corresponde a un piano, no al 
espacio), entonces , entonces p corta a 0 ♦ Y en un punto (o,m) —
,(r.rs.r)
(Z=r)
(r.rs.O)
(Z=1)
0 Y1 rs rs
FIG.Z7
para un cierto ■ de F, pues la recta 0 + Y es tal que sus puntos - 
son de la forma (o,m); y p^~* es una recta paralela a p que pasa 
por 0, ya que, como (o,m) €  P. entonces.
(o,o)
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La recta p^”* corta a (x» 1) en un punto (l,a) para —  
cierto a de F, y es consecuencia de nueatra definiciôn de multiply 
caciôn que
0 ♦ (l.s) - (y - xs)
En efecto, si (o.o)C p^“*. veamos que también pertenece 
a (y - xs). Si X « o, entonces (o.os) - (x - o)(0 * (l.s)) « (o.o), 
pues 0 ■ (o.o) es el ûnico punto de intersecciôn de (x « o) y —
0 * (l.s), que son distintas, luego, o# * o. Anàlogamente para —  
(l.s).
Por tanto, p - (0 + (l.s))*" » (of" + (l.s)*" ■
» (o.m) ♦ (l.s + m) - (y * xs * a).
Las rectas (y « xs * m) e (y * xt + n) son paralelas si
y sôlo si s = t. En efecto;
Si 8 = t, aplicando a la primera recta la traslaciôn t ^
queda transformada en la recta (y » xs) que serâ paralela a --
(y = xs + m). Aplicando a (y » xs) la traslaciôn t^ , entonces se
transformarô en la recta (y » xs + n) que serâ paralela a (y - xs),
y en consecuencia. paralela a (y = xs + m).
Si s ^ t, efectuando un razonamiento anàlogo, como resu^ 
ta que las rectas (y = xs) e (y « xt) son distintas y ambas pasan 
por el punto (o.o), no son paralelas y sus transformadaa (y * xs + m) 
por t^ e (y * xt + n) por t^ , serân distintas y se cortarân también 
en un punto.
Por tanto, notemos que no solamente ocurre que toda rec­
ta cuyos puntos estân en el piano (z = o) détermina una ecuaciôn.
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slno que las rectas recorren todas las ecuaciones admisibles; y dos 
rectas serin iguales si y s61o si sus ecuaciones son idénticas.
Considerando el piano (x ■ o), se llega a la misma conclu 
si6n, teniendo en cuenta que las ecuaciones son de la forma —  
(y * zs ♦ n), y anàlogamente para el piano (y * o) y las ecuacio—  
nés (z > xr ♦ p).
Vamos a deducir una serie de propiedades de la multipli­
caciôn definida en F, restringiéndonos, como ya hemos hecho, al —  
piano (z « o), por lo que seguimos notando los puntos de dicho pla 
no mediante dos coordenadas (x,y).
Puesto que (o.o) ■ O • (x « o)(0 + (l.s)) - (o.os) por - 
la definiciôn de producto, y puesto que (r.ro) - (x » r)(0 * (l,o)}< 
« (x « r)(y « o) « (r.o), se sigue que ro « o * os.
Puesto que (1.1s) « ( x -  1)(0 ♦ (l.s)) « (l.s) se deduce
que Is » 8.
Puesto que (y - x(-l)) « (O ♦ (l.-l)) - (y « -x). pues - 
(o.o) y (l.-l) pertenecen a las rectas (y - x(-l)) e (y « -x), se 
deduce que -x - x(-l).
Puesto que las rectas (y - xr) e (y - xs + t), para s^,
no son paralelas, se encuentrsn en uno y sôlo un punto y se sigue
que para très elementos dados de F, r. s, t, taies que r ^ s, --
existe uno, y sôlo un. elemento de F que satisface la ecuaciôn —  
-xs + xr * t.
1Î6
Puesto que los puntos (r,o) y (s,t) pars r ^ s, determi­
nan una y sôlo una recta del tipo (y # sm * m), donde los elemen—  
tos m y n de F satisfacen las ecuaciones o - n s  + n ô m »  -rsy —  
t m s m * n m s r n -  ra, se sigue que para très elementos dados r. s, 
t de F, taies que r / s, existe uno y sôlo un elemento x de F que 
satisface la ecuaciôn sx - rx • t.
De aqui se deduce también que si r > o, s ^ o, t a o. y
existe un ûnico elemento x tal que -xs * xr # t, es decir,  --
-xs + xo a o, entonces x a o, luego F es un dominio de integridad.
Para una enunciaciôn conveniente de nuestros resultados, 
introduciremos algunos términos. Un sistema cartesiano de nûmeros 
es un conjunto F de elementos con una doble composiciôn, adiciôn, - 
s + n, y multiplicaciôn an. sujetas a las siguientes reglas:
(1) F es un grupo respecto de la adiciôn
(2) El producto an de elementos a y n (en este orden) es un elemen 
to unlvocamente determinado de F.
(3) oa a Bo a o, para todo a de F.
(A) Existe un elemento 1 ^ o de F tal que la a a y a(-l) « -a, pa­
ra todo a de F.
(5) Si r, s, t son elementos de F taies que r ^  s, entonces existe
uno y sôlo un elemento x y uno y sôlo un elemento y de F, ta­
ies que
-xr * xs a t . s y - r y a t
Si F es un sistema cartesiano de nûmeros, entonces notemos 
por E(F) el sistema de todas las temas (p.q.r) de F. Para derivar 
de este sistema de puntos E(F) un espacio afin, basta con establecer
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qué conjunto# de puntos son los conjuntos de todos los puntos de - 
un piano dado. Lo que se hace como sigue:
a) El piano (x ■ c) consiste en todos los puntos (e.y.z).
El piano (z ■ c) consiste en todos los puntos (x,y,c).
El piano (z « xs * s) consiste en todos los puntos (x,y,xs+m).
Estos pianos son los paralelo# al eje O ♦ Y, como se de­
muestra fécilmente pues, o lo contienen, caso de c > o 6 a > o, 
-, o no contienen ningûn punto del mismo cuando c ^ o y a ^  o. 
Quedan por ver los pianos que cortan al eje 0 + Y.
b) Un piano «  cie este tipo cortaré al piano 0 + Y + Z en una rec
ta (y a zs + a)(x a o) y al piano 0 ♦ Y ♦ X en una recta ---
(y a xt e a)(z - o), estas dos rectas tienen el punto comûn —  
(o,a,o), y contienen cada una los puntos de intersecciôn con - 
los ejes 0 -f Z y 0 ♦ X, respectivamente, que serén los que sa-
tisfagan las ecuaciones zs a -m y xt a Luego, taies rectas
determinan un piano que seré
(y a zs + m)(x a o) * (y a %t + m)(z a o) a (y m %t + zs * a)
y es évidente que los très puntos antes descritos satisfacen - 
la ecuaciôn que define el piano.
Los pianos (y a xs + zt + m) e (y a xr + zu + n) son pa-
ralelos si y sôlo si r a s y u a t. En efecto:
Si r a 8 y u a t, aplicando la traslaciôn t ^ al primer
piano y t_^ al segundo, ambos se transforman en el piano (y a xr+zu) 
paralelo a ambos, por ser el transformado por una traslaciôn, lue­
go ellos son paralelo# entre si.
S i r f s o u f t ,  résulta que los pianos (y a xs + zt) e 
(y a xr * jui) son distintos, pues si r ^ s, el punto (l,s,o) perte
nece al primer piano y no pertenece al segundo, y se cortan en —  
(0 ,0 ,0). Por tanto, sus trasladados por y respectivamente, 
no pueden ser paralelos.
El conjunto E(F) con la anterior definiciôn de pianos, - 
constituye un espacio afin en el sentido de los axiornas definidos 
en este capitulo.
Si c es un elemento de F, entonces una aplicaciôn biyec­
tiva t entre los puntos del espacio afin sobre F definida por —
(%,y.%)* « (x,y+c,z) deja invariante los pianos definidos en a) y 
envia el piano (y * xs + zt + ■) sobre el piano (y m xs * zt *s*c) 
es una traslaciôn en el espacio E(F).
Toda la exposiciôn anterior nos lleva a concluir el si—
guiente:
TEOREMA III.8
Si O, A, B, C, son cuatro puntos distintos no coplanarios, 
entonces existe un sistema cartesiano de nûmeros F y una aplicaciôn 
biyectiva f que relaciona los puntos del espacio con el conjunto de 
todas las temas (x,y,z) de nûmeros de F que cumple los siguientes 
requisites:
(i) f(0) . (0 ,0 ,0); f(A) - (0 ,1,0); f(B) . (1,0,0); f ( 0 - (0,0,1 )
(ii) Los pianos paralelos a 0 + A son enviados sobre los conjuntos
en los que x = cte., z - cte. o bien sobre los lugares --
(z m xs + m), y los restantes, sobre los lugares que satisfa­
cen (y - xr * zt + s).
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Estas condiciones contienen una descripciôn de un espacio 
afin, al que nos referiremos con el espacio afin sobre F, y contie 
nen una descripciôn exhaustiva de todos los puntos y todos los pla 
nos de E(F).
Por otra parte, si existen en el espacio afin sobre F una 
traslaciôn que envie el punto (0,0,0) sobre el punto (a,b,c); en—  
tonces, la traslaciôn puede ser descrita por las siguientes fôrmu- 
las de transformaclôn:
y' - y ♦ b y
III.2
El grupo de las traslaciones en el piano 0 + X + Y sobre 
F es simplemente transitivo si y sôlo si
(1) (u ♦ v)w m u* + vw, para u, v, w pertenecientes a F.
Demostrciôn
Es anéloga a la del lema 1.2 del capitulo 1.
III.3
Si el sistema cartesiano de nûmeros F satisface la ley 
distributive (1), entonces las propiedades siguientes son équiva­
lentes :
(2) 1 ♦ 1 o
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(iii) Las diagonales de un paralelogramo no son paralelas en el 
piano 0 ♦ X ♦ Y sobre T,
( e ) Existe una alineaciôn en el piano O * X + Y sobre F.
Demostraciân
Es anéloga a la del lema 1.3 del capitulo 1,
TEOREMA III. 9
Existe para todo par de puntos alineados del piano --
0 + X + Y una alineaciôn que los intercambia si y solamente si el 
piano O + X + Y es el piano sobre un sistema cartesiano de numéros 
que satisface (1) y (2), esto es, F es distributivo por la derecha 
y de caracteristica distinta de 2.
Demostraciôn
Es anéloga a la del Teorema 1.8 del capitulo 1,
161
3.4 LA RBLACION OB ORTOOONALIDAD
En todo cl reste del trabajo supondremos que eatasoa tra 
bajando en un espacio afin que satisface los seis primeroa axiomes. 
Afiadirenos ahora sendas relaciones de ortogonalidad definida* so­
bre cada uno de los pianos del espacio, a partir de lo cual se dé­
finir* una relaciôn de ortogonalidad coaiûn entre las rectas de to­
dos los pianos que se extender* después a todo el espacio. Las —  
primeras vendrén definida* asl:
En cualquier piano una recta ser* perpendicular a otra, 
en simboloa, a ± b ,  si se cumplen
0.1 Para cada recta a existe una recta b ^ a tal que a X b.
0.2 a X b si y sôlo si b X  a.
0.3 Si a X b, entonces a II a* es condiciôn necesaria y sufi-
ciente para que a*X b.
En resunen, una relaciôn de ortogonalidad constituye una 
correspondencia involutiva entre los haces de rectas paralelas de 
cualquier piano.
I I I . 10
Las siguientes propiedades son équivalentes:
0.4 Las alturas de un triângulo concurren en un punto.
0.5 Las mediatrices de un tri Angulo concurren en un punto.
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Demostraciôn
Anéloga a la del Teorema 1.12 del capitulo 1.
En el piano 0 + X * Y si decimos que las rectas parale­
las y sôlo éstas son perper.ciculares, entonces se satisfacen los 
requisitos 0.1 a 0.3 . Excluiremos siempre esta posibilidad tri—  
vial ya que es incompatible con 0.4.
Si la relaciôn de ortogonalidad no es trivial, entonces 
es posible introducir coordenadas de tal manera que en dicho piano 
las rectas (x » cte) son ortogonales a las rectas (y » cte)(recor- 
demos que esta notaciôn corresponde al piano 0 + X + Y e n e l  que -
nos movemos). Supongamos ahora que el piano es descrito por un sis
tena rectangular de coordenadas y que dichas coordenadas son ele—  
mentos de un sistema cartesiano de numéros distributivo por la de­
recha de caracteristica distinta de 2. Entonces, todas las rectas 
perpendiculares a la recta (y = xr), con r ^ o, son paralelas y —  
son perpendiculares a toda recta (y - xr + s), pues ésta es parale 
la a (y « xr). Ademâs, no son de la forma (x = cte) o (y = cte). 
Por tanto, hay para todo numéro r ^ o en F uno y sôlo un numéro —  
r* f o en F tal que
(1) La recta (y » xr + s) es perpendicular a la recta (y = xr*+t), 
r** * r.
(2) La perpendicularidad de la recta (y « xr s) y de la recta - 
a implica que la recta a es de la forma (y « xr* ♦ t).
Notemos que la funciôn r* depende del sistema de coorde­
nadas elegido y no solamente de la relaciôn de perpendicularidad - 
que considérâmes. Un cambio de coordenadas puede efectuar un cam- 
bio en el sistema F, pero aunque no haga esto, puede efectuar un -
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cambio en la funciôn r*. Por otra parte la funciôn r* determine - 
completamente la perpendicularidad.
Dicho en otroa términos, como veremos posteriormente, la 
funciôn r* no es ûnica y este hecho lo utilizaremos para définir - 
la perpendicularidad en todo el espacio.
En estas condiciones, se puede enunciar en forma anéloga 
a la del Teorema 1.13 del capitulo 1, el siguiente
TEOREMA I I I . 11
Si un piano determinado por très puntos del espacio esté 
caracterizado por un sistema rectangular de coordenadas, tornado de 
un sistema cartesiano de nûmeros distributivo por la derecha, y de 
caracteristica distinta de 2, y si la relaciôn de perpendicularidad 
esté determinada por la funciôn r*, entonces, las siguientes pro—  
piedades son équivalentes:
0.4 Las alturas de un triéngulo concurren en un punto.
0.6 Dados cuatro puntos A, B, C, D, del piano no alinea­
dos très a très, si A + B U C + D, A + c M B + D ,  — 
A + B X A  + C, y si U es un punto distinto de A, B,
C, D, tal que B + U X C + U, entonces. A + U X  D + U.
0.7 F es un cuerpo conmutativo y asociativo y rr* * as*, 
para r ^ o y s ^ o.
La demostraciôn de este importante teorema es igual a la 
del Teorema 1.13 del capitulo 1.
Sin embargo, es necemario resehar que el valor comûn de - 
todos los productos rr* que llamaremos constante de ortogonalidad. 
y désignâmes por c. es evidentemente distinto de o, y dépende del 
sistema rectangular de coordenadas elegido.
Pues bien, a la vista de los resultados obtenidos, y con 
el fin de dotar de la suficier.te pctencia a nuestra axiomética. —  
debemos introducir el siguiente
AXIOM VII
Existe una relaciôn de ortogonalidad entre las rectas de 
cada piano del espacio que cumple 0.1. 0.2. 0.3 y 0.4.
Este axioma nos asegura que F es un cuerpo conmutativo, - 
entonces para cada r € F existe r* • -1/r. o lo que es lo mismo. - 
rr* « -1.
Por otra parte. *a ecuaciôn de una recta del piano --
(z - o) puede ser descrita como (y * xr * s) o bien -rx ♦ y - s « c, 
y en general, como toda terr.a (u.v.w) y sus proporcionales. Los - 
puntos pertenecientes a esa recta seràn los que satisfagan la ecua 
ciôn ux * vy * m m o. en donde a r > -u/v llamaremos a partir de - 
ahora pendiente.
Lefinamos anora una relaciôn entre las rectas de (z = o) 
..as rectas (u.v.m) y (u'.v'.m') estàn reiacionadas si uu* * w  > < 
iicno en ctros termines, r.; .as rectas ne son de la forma x « cte.
y - cte. estan reiacionadas s. rr* ■ -l Es evidence que nemos 
:e:.n.dc una nueva reiacicn ce ortogonalidad eues se verif.car
165
3.1, 0.2, 0.3 y 0.4, como ae puede comprobar inmediatamente (para —  
més detalle ver 2.1 del capitulo 2).
Trataremos de extender esta definiciôn a todo el espacio. 
Dados cuatro puntos « (x^.y^.z^), P^ ■
P^ • («jtJTj.tj). diremos que la recta P^ 4- P^ es perpendicular a - 
la recta P^ ♦ PJ si
- *ô* • °-
Esta definiciôn es compatible con la anterior para (z • o) 
pues en este caso
1 + (?i - - ®
Sin embargo, en esta relaciôn entre las rectas del espa—  
cio, no podemos asegurar que se cumpla 0.3, como evidentemente —  
ocurre con la recta (x * o)(y - o), la recta (y > o)(z > o) y la - 
recta (x - o)(z « o), que son ortogonales dos a dos y concurrentes 
en (o,o,o).
Definimos a continuaciôn la ortogonalidad entre recta y - 
piano. Sea la recta definida por los puntos Y y «1 piano de 
terminado por los puntos P^, P^ y P^, entonces diremos que P^ ♦ P^ 
es ortogonal al piano Pg + P^ * P^ si P^ ♦ P^ es ortogonal a eus—  
lesquiera dos de las rectas P^ + P^, Pg + P^ y Pg + P^.
Veamos que con esta definiciôn se verifican las siguien—  
tes propiedades:
0.1' Para todo piano determinado por très puntos no - 
alineados, existe una recta a X " ^  y su reciproco.
0.2' ^  X  a si y sôlo si a X  oc
.6c
0.3' Si %  X m. es condiciôn necesaria y suficiente que 
oc U o t  para que o<. X a , y que a U a* para que - 
a* X oc .
0.4' En todo triéngulo las alturas son concurrentes.
En efecto:
0.1' Dada una recta ♦ P^, entonces los puntos P^, Pg y P^ ten 
drén unas coordenadas que deberén satisfacer las ecuaciones
- *o)(*3 - *2* * (^1 - - ^ 2* ^
- *o’^*4 - *2^ ^ <^1 - ^o^(^4 - ^2* ^
que es un sistema de dos ecuaciones con nueve incôgnitas y -
que, haciendo un estudio detallado de las distintas rectas -
que pueden ser P^ -f P ,^ nos lleva a que tiene infini tas solu 
clones.
Reciprocamente, dados P^, Pg y P^, la recta determinada 
por P^ y P^ seré tal que las coordenadas de estos puntos de 
berén satisfacer el mismo sistema, que tendré ahora como —  
incôgnitas x^, y^.
0.2' Es trivial por la propia definiciôn simétrica de la ortogo­
nalidad.
0.3' Dado que nuestros pianos estén caracterizados por ecuacio—  
nés del tipo y -  xr + z t  + m, o lo que es equivalents,
u x + v y + a * + n = o ,  dos pianos (y = xr + z t  * m) e  ---
(y » xr' ♦ zt* + m') son paralelos si r « r* y t  * t', o —  
bien su equivalents, si u/u* * v/v* » w/w’.
Entonces. si P^, P^, y P^ son puntos del primer piano de 
coordenadas (x ,rx_ + t z  + m, z ) , ( x , , r x ,  * tz  * m, z , ),
O O O  O X x X  X
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(%2 ' ™2 * ^ 2  * "• *2^ ** sigue que la  recta  determinada -
por dos puntos Pg y P  ^ seré  ortogonal a l piano determinado 
per lo s tr e s  primeros s i
<*4 - - *o> ♦ (Yg - - '»)) ♦
♦ (*4 - *3)(*i
(Xg - XgXXg - x^) ♦ (y^ - J j XHXg - x^) ♦ tCx^ - x^)) ♦
♦ (*4 - *3)(«2 - *o> - ®
Pues bien, si (y » xr' ♦ xt' ♦ •') es paralelo a
(y « xr 4- zt ♦ ■) y (x^.rx^ ♦ tz^ 4- ■', z^) es un punto —
del mismo piano, existen dos puntos pertenecientes al piano
cuyas coordenadas son (x, - x ex', r(x, - x_ + x') 4- 
X O O  X o  o
t('i - =o + *ô’ ♦ ■' ' *1 - *o ♦ *;> y ('2 -=o + 'ô' **^*2 -
- X + X') 4- t(x_ - z 4- X' ) ♦ ■•, X - z 4- Z') y taies que 
O O  6 0 0 6 0 0
se verifican las ecuaciones anteriores y, en consecuencia, - 
el piano (y « xr + zt + m) es ortogonal a Pg + P^ .
Por un razonamiento anàlogo al anterior, tenemos que si - 
dos pianos (y - xr + zt + m) e (y - xr' 4- zt' + m') son orto 
gonales a una recta Pg 4- P^, ambos son paralelos, ya que las
condiciones para el primer piano
(Xg - Xg)(x^ - x^) 4. (y^ - y 3 >(r(x^ - + t(z^ - « g »  +
♦ (*4 -  X3>(*i -  «,) -  °
(Xg - Xg)(Xg -  x^) 4. (y^ - Tg)(r(x2 - x^) 4- t(Zg -  x^)) +
+ (*g - X3X X 2 " °
y pzu-a el segundo
(Xg - Xg)(x' - x^) 4. (y^ - Tg)(r'(x^ - x^) + t'(z' - z^)) 4.
4- (z^ - Zg)(z^ - Z^) » o
('g - *3)<*2 " "ô* * (yg - f3)(r'(*2 - *0* * t'(*2 - 'o*) *
♦ ( * 4  - Zg)(Z^ - Z^) m o
determinan que r * r* y t « t', con la ûnica condiciôn de -
que %1 - %, . *1 - x;. Xg - . X* - x; - f, - y{ - y;.
^2 - - y*2 - y;* *1 - *0 • *i - y *2 - *0 - '2 -
lo que siempre puede conseguirse.
El r»sto de 3a propiedad 0.3' se demuestra de manera to- 
talmente anéloga a la anterior.
0.4' Si un triéngulo viene determinado por los puntos P -(x^.y^.z^) 
**1 " **l'yi'*l) y **2 “ ^Xg.yg.XgX résulta que las rectas - 
perpendiculares a cada uno de los lados por el vèrtice opues 
to se encontrarân en los pianos dete^minados por las ecua—  
ciones
(x - x^)(Xg - x^) + (y - yg)(yg - y^) + (% - z^)(Zg- z )^ - o 
para P^ * Pg ?
(x - Xj^ )(Xg - x^) + (y - y^ltyg - y^) ♦ (* - z^)(Zg- z^ ) = o 
para P^ + Pg y P^
(x - Xg)(x^ - x^) + (y - yjXy^ - y^) * (z - ^o^ ” °
para P* + P% Y Pg
Como se comprueba inmediatamente, los pianos dos a dos no 
son paralelos y una ecuaciôn es combinaciôn lineal de las - 
otras dos, luego los tres pianos se cortan en una misma rec 
ta y la intersecciôn de ésta con el piano P^ + P^ * Pg es - 
punto de intersecciôn de las alturas.
Con todo lo anterior hemos demostrado el siguiente:
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TEOREMA III.12
SI se verifican los axiornas I al VII, entonces existe una 
relaciôn de ortogonalidad entre rectas y pianos del espacio. que - 
verifica 0.1', 0.2", 0.3' y 0.4'.
Otra forma de caracterizar por ecuaciones un piano deter­
minado por tres puntos P^, P^, Pg es la siguiente:
X . «o ♦ > ^ *1 - ♦ /*('2 -
y - fo + ^(yi - yo* * yo*
X - x^ ♦ X(Xj^  - x^) 4-yu (Xg - x^) con X , ^  €  P
Es évidente que P^, Pj^ y Pg pertenecen a este piano. —  
Pues bien, con esta notaciôn podemos pasar a demostrar el siguien 
te
TEOREMA III.13
Si una recta determinada por dos puntos es perpendicular 
a un piano determinado por tres puntos no alineados, entonces es 
perpendicular a todas las rectas del piano.
Daaoatraciôn
Sean dos puntos del piano determinado por P^, P^, Pg, y
la recta Pg + P^ . Si la recta es perpendicular al piano se veri­
fican las condiciones siguientes:
(Xg - Xg)(x^ - x^) 4 (y^ - ygXy^ - Tg) ♦ (*4 - XgX*! - :*) ' *
(Xg - XgXxg - x^) ♦ (y^ - ygXyg - y^) ♦ (*4 - *3) (*2 ' 'o* " *
Sean dos puntos del piano 
P* • (x'.y'.s) y P*' • (x'.y , entonces
X "  - X* « (x, - x_)( X ”  -  X ’ ) ♦  ( * o  -  *)(/*"  -  )X "  -  X ’ ) ♦  { * 2  ■
y“  -  y *  -  ( y j ^  -  y ^ ) (  X "  -  X ’ ) ♦  < y 2  ~
s ' - X* ■ (x, - %_)( X ’ * -  X * )  ♦  ( * 2  ”  )
y, de aqui,
(x^ - Xg)(x" - X*) ♦ (jr^  - yg)(y" - y") * (x^ - *g)(z" - z') » 
- ( X” - X*)((*4 - XjX*! - Xq) ♦ (y4 - ygllfi - y^ ) ♦ ( * 4 - *3 )
('1 - *o)) * ( T "  - *3)('2 - *0 ’ ^ (yg - ysityp - yo’ '
+ (*4 - Xg)(Zg - Z^)) - O
TEOREMA III.14
En presencia de los axiomas I al VII se verifica que si 
existen tres puntos no alineados P, Q, M, y alineados dos a dos, 
entonces existe una y sôlo una recta que pasa por uno de ellos y 
es paralela a la recta determinada por los otros dos.
Demostraciôn
Si existen tres puntos no alineados P, Q, M y  alineados 
dos a dos, existe un ûnico piano oc que los contiens, y segûn el 
axioms VII, una relaciôn de ortogonalidad entre las rectas del —  
piano que satisface 0.1, 0.2, 0.3 y 0.4, entonces se verifican —  
las hipôtesis del Teorema 1.14 del capitulo 1, y en consecuencia 
se verifica el Teorema.
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3.5 EL ORDEN EN EL ESPACIO
Trataremos a continuaciôn de ordenar los puntos del espa 
cio. teniendo para ello ordenado el cuerpo base F. La ordenaciôn 
de dicho cuerpo se ha efectuado en 1.8 del capitulo 1, partiendo 
de la axiomética referida al piano.
Résulta, sin embargo, que tal axiomitica del piano esté 
contenida en la axiomâtica del espacio que estamos tratando, en 
efecto:
a) El axioma I del espacio implica el axioma I del piano.
b) El axioma II del espacio implica el axioma II del piano.
c) El axioma VI del espacio implica el axioma III del piano.
d) El axioma VII del espacio implica el axioma IV del piano, (re
ferido dicho axioma VII a un piano, una de cuyas rectas, sin 
pérdida de generalidad la 0 + Y, es de donde extraemos los —  
elementos del cuerpo).
Asi las cosas, con estos axiomaa podemos asegurar que el 
cuerpo esté ordenado y es denso, si bien no completo, como ya —  
ocurrla en el piano. Si queremos afiadir esta caracteristica al - 
cuerpo base basta con introducir el siguiente
AXIOMA VIII (Cantor)
Dada una sucesiôn de segmentes encajados A^ en F, 
existe un elemento contenido en todos ellos.
A partir de aqui se ordenan los nuevos elementos de F, -
que llamaremos elementos reales de la miama forma que haciamos en 
1.8 del capitulo 1, con lo que se obtiene la caracterizaciôn de F 
como cuerpo ordenado y completo.
Ahora bien, la caracterizaciôn de un punto cualquiera del 
espacio como terna de elementos de F, se ha efectuado asignando - 
un elemento de F como primera coordenada, obtenido al trazar por 
el punto un piano paralelo al piano 0 + Z + Y que corta a 0 * X - 
en un punto, y por éste una recta paralela a X ♦ Y en el piano - 
0 ♦ X 4- Y,que corta a 0 * Y en un punto que es la primera coorde­
nada; otro elemento de F como segunda coordenada, obtenido por la 
intersecciôn del piano paralelo a 0 * Z + X por el punto.con el - 
eje 0 4 Y; y un tercer elemento de F como tercera coordenada, ob­
tenido al trazar por el punto un piano paralelo a 0 * X * Y, que 
cortaré a 0 + Z en otro punto, por el cual pasaré un piano parale 
lo a X 4- Y 4 Z que corta a O 4 Y en un punto que es la tercera —  
coordenada.
De esta manera podemos dar la siguiente
Definiciôn III.6
Dados dos puntos del espacio A » (a^.a^.ag), B* (bj^ .bg.bg) 
donde, a^, a^, Sg, b^, bg, bg pertenecen a F, diremos que A < B si
y sôlo si, ocurre que a^ < bj^ , o si a^ > b^ entonces Sg <  bg, o si
a^ « b^ y Sg m bg entonces Sg <  bg en el orden definido en F.
Si suponemos tres puntos (x,y,z), (x*,y*,*'),(x**,y*',z’•)
de una recta cualquiera, résulta que
(x.j.z) <  (x*,y*,z*) < (x'*,y*•,z*•)
si se verifica que x < x* <  x' ' o su inversa, o si y<y' <  y', o 
su inversa , o si z z* <  z*' o su inversa. Como la proyecciôr.
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paralela a un piano determinado por dos ejes de coordenadas nos 
da los puntos (x.o.o), (x',0,0 ). (x".o,o); (o.y.o), (o.y'.o). 
(o,y'',o); (o,o,z),(o,o,z'), (o.o.z"), entonces
o bien (x.o.o) < (x',0,0) < (x" ,0,0) si x < x' < x "
o bien (x.o.o) > (x' ,0,0) > (x' ' ,0,0 ) si x > x' > x "
o bien (o.y.o) < (o.y* ,0) < (o,y' ' ,0 ) si y < y' < y "
o bien (o,y,o) > (o.y' ,0) > (o.y" ,0 ) si y > y' > y "
o bien (o.o.z) < (o.o.z*) < (o.o.z") si z < z* < z"
o bien (o.o.z) >  (o.o.z') > (o.o.z") si z> z' >  z"
En cualquiera de los casos, se conserva el orden en esta proyec- 
ci6n.
Podemos entonces enunciar el siguiente
TEOREMA III.5
El espacio sobre el cuerpo F esté totalmer.te ordenado.
C A P I T U L O  4
COMPAnBILIDAD E INDEPEKDENClA DE LOS AXIOMAS 
EN EL ESPACIO
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4.0 IMTR(X)UCCIOM
En este cepltulo se estudisn Is compatibilidad e indepen- 
dencia de los axiomas en el espacio de très dimensiones.
El modo de hacerlo ha sido totalmente anilogo al efectua 
do en el capîtulo 2 para el piano. Por tanto, para el estudio de 
la compatibllidad procedemos de la forma usual, estableciendo la - 
solidaridad 16gica de nuestra axiomitica con un modelo fiable, en 
este caso con la aritmética de los numéros realea. Se ha tornado - 
como modelo Se ha efectuado uns atribucidn de significados a
los conceptos indefinidoa de punto, recta, piano, relaciôn binaria 
de incidencia entre punto y recta, punto y piano, etc. Al igual - 
que ocurria en el capîtulo 2, se podria haber elegido como modelo 
4^, pero no satisfarîa el axioms de completitud.
En cuanto a la demostraciôn de la independencia de los —  
axiomas, se ha elegido el mismo método que en el capitule 2, es de 
cir, se han construido ocho modelos de geometrla, en cada une de - 
los cuales se verifican siete de los axiomas y no se verifies aquel 
cuya independencia se quiere demostrar.
De este modo, existe un modelo (el que demuestra la corn—  
patibllidad) en el que se verifican los ocho axiomas, y otros mode 
los en los que se verifican siete y no el octavo, en consecuencia, 
este ultimo es independiente de los anteriores.
La dificultad en construir los modelos ha sido superior, 
en la mayorla de los casos, a la de los modelos construidos en el 
piano, pues se afladen las dificultades de ser mayor el numéro de -
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axiomas y de elementcs con los que actuar. Al igual que en el pia­
no, en algunos de taies modelos, los axiomas se verifican por no —  
cumplirse las condiciones de las hipôtesis de los mismos.
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4.1 OQMPATIBILIDAO I» LOS AXIOMAS
Los ocho axiomas enunciados en el capîtulo 3 no son con- 
tradictorios, es declr, no es posible -deducir lôgicamente de es—  
tas proposiciones una proposiciôn y su contraria. Para mostrarlo 
vafflos a construir un sistema de elementoa que satisfacen a todos 
los axiomas.
Consideremos el dominio de los numéros reales, una terna 
de numéros (x.y.z) del dominio como un punto, y las cuaternas 
(u,v,w,r) de cuatro numéros reales y sus proporcionales como un - 
piano, con la condiciôn de que u, v, « no sean los très nulos.
Si la ecuaciôn u x * v y * m % + r s e  satisface por (x,y,z), 
decimos que este punto pertenece al piano (u,v,w,r). En fin, lia 
maremos recta al conjunto de los puntos pertenecientes a dos pia­
nos para los cuales las ternas (u.v,w) son distintas no proporcio 
nales. Veamos que se satisfacen los ocho axiomas.
AXIONA I.
Sean dos puntos A ^ B, A > (a^.a^tS^), B « (bj^ .b^ .b^ )- - 
Si existe la recta que contiene a ambos, se tendrân dos pianos —  
distintos cuya intersecciôn serâ dicha recta, sean (u,v,«,r) y —  
dichos pianos. Entonces se tendrA que verificar —
que
ub^ ♦ vbg ♦ wbg ♦ r » o J u'b^ + v'b^ a'b^  + r*
Si a^ « b^ m Sg m bg m o entonces A + B * (z « o)(y « o)
Si a^ « b^ = a^ = bg m o entonces A ♦ B ■ (% « o)(z * o)
Si Sg * bg m a^ m bg m o entonces A + B » (y « o)(z * o)
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Si *2 * *2 * *3 * °' como al menos dos no son nulos, pues si - 
no estariamos en los casos anteriores, entonces r » o, y la ecua­
ciôn ubj * vbg ♦ wbg » o tiene infinités soluciones, de las cuales 
dos cualesquiera nos sirven para obtener los pianos cuya intersec 
ciôn es la recta pedida. Anélogamente ocurrirla para b^ - bg = - 
» b_ - o.
igZ-l
Si, por'Ultimo, a^/b^ ■ Og/bg - a^/b^ , entonces 
bg/b^ - k
y la recta A ♦ B
-kx ♦ y « o
-k'x * s m o
Vistos todos los casos particulares, en cualquier otro - 
para ambos sistemas resultarA que
rang
*1 *2 3
:l ^2 *‘3
rang
V*“i "2 "3 v
Y el sistema tiene soluciôn, que es el haz de pianos que 
contiene a una recta.
Por otra parte, si dos pianos (u,v,w,r) y (u‘,v*,w',r') 
son taies que u/u* « v/v* « */*', entonces o bien u/u' » v/v* « 
w/w* » r/r' y son el mismo piano, o bien, u/u' « v/v' » w/w* / r/r' 
y entonces el sistema
ux + vy + wz + r = o 
u'x + v'y + w'z + r' *
no tiene soluciôn, es decir, no hay ninguna terna (x.y.z) que sa- 
tisfaga ambas ecuaciones y, en consecuencia, ambos pianos son pa- 
ralelos.
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Oiremos que dos rectss son psrslelss si cada una de ellas 
es cada una de las intersecciones de un piano con dos pianos para- 
lelos.
AXIONA II
Sean dos puntos A » (a^.a^.Sg) y B - (b^.bg.bg), sabemos 
por lo anterior que existe una unies recta que los contiene, que 
serâ la intersecciôn de dos pianos (u,v,«,r) y (u*,v*,w*,r*).
Entonces, cualquier punto que satisfaga una de las dos - 
ecuaciones y no satisfaga a la otra, verifies que no esté alineado 
con A y B.
AXIONA III
Supongamos très puntos no alineados, A « (a^.a^.a^),
B » (b^.bg.bg) y C » (c^.Cg.Cg). Veamos que existe un ûnico pia­
no (u,v,w,r) que los contiene.
Si existe dicho piano los elementos de la cuaterna dada 
deberén satisfacer las siguientes ecuaciones:
ua^  ♦ vsg ♦ W j  ♦ r • o
ub^  ♦ vbg ♦ abg + r » o
uc^  ♦ vCg *  wCg ♦ r » o
En el caso de existir soluciôn tendrla que ocurrir que -
necesariamente dicha soluciôn séria esencialmente ûnica salvo fac 
tores de proporcionalidad, de manera que u « X r ,  v » r, * - @ r ,  
pues bien, se puede comprobar inmediatamente que el piano que con-
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tiene a los très puntos viene dado por los coeficientes de la ecua 
ciôn
((Cg - *3)1^ 2 ~ *2  ^ ~ (^2 ~ *2  ^^**3 ” ~ *1  ^ ^
♦  ( ( b g  -  a g ) ( c ^  -  « j )  -  (b j  -  * i ) ( C g  -  * g ) ) ( y  -  O g )  ♦
♦ ({bj - a^)(Cg - Bg) - (c^ - a^)(bg - m^))(z - Sg) - o
como se puede comprobar por simple cômputo.
AXIONA IV
Es consecuencia inmediata de nuestra definiciôn de recta. 
Si dos pianos son paralelos (u,v,w,r) y (u',v',*',r), y tienen un 
punto comûn (x^.y^.z^). résulta que
u x * v y * * # z * r m o l  -r * ux ♦vy + vzl 0 0 0
^ux "X yry * "X n  * r' » o) -r* * X  (ux^ ♦ vy^ ♦ w*^) * X { - r )
y, en consecuencia, son el mismo piano y tienen todos los puntos - 
comunes.
Si no son paralelos y tienen un punto comûn, por la 
definiciôn de recta, su intersecciôn es la recta conjunto de pun—  
tos comunes a ambos, entre ellos el (Xg/yg^z^).
AXIONA V
Es trivial pues para cada très puntos P, Q, Nno —  
alineados, existe un piano y un solo que los contiene. Entonces - 
un punto de cualquier otro piano que contenga a cualquiera de las
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rectas P + Q, Q * M y P + M , y  tal que dicho punto no esté en las 
rectas anteriores, no pertenece al piano P + Q + N.
De otra manera, bastarA con dar sendos valores a dos de 
las variables en la ecuaciôn del piano obtenida en la demostraciôn 
de la compatibilidad del axioma III, obtener la tercera resolvien- 
do la ecuaciôn, y el punto obtenido con los dos valores dados y —  
un tercero distinto del calculado, corresponde a un punto no perte- 
neciente al piano.
AXIONA VI
Dados dos puntos del espacio real cualesquiera, P = (a,b,c)
y Q = (a',b',c‘), definimos el punto R = (r^.r^.r^), tal que --
r^ = (a + a*)/2, rg * (b + b')/2 y r^ = (c c*)/2, y la siguien 
te aplicaciôn
^
f :  (x .y .z )  ,------ » (2r^ -  x .  2Tg -  y .  2r^  -  z)
que, evidentemente, es biyectiva.
Pues bien, esta aplicaciôn es una alineaciôn. En efecto:
a) f  ^ 1, pues % 4 2r^ - %, y ^  2Tg-y. z f  Zr^ -  z
* 1, pues X = 2r^ - (2r^  ^- %), y = 2Tg - (2rg - y)
* = 2Tg -  (2Pg -  z)
b) El ûnico punto fijo de f es R, ya que
X » 2r^ - X »  * “
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y - Z T g - y  *  y -  Tg 
r ■ 2Tg - * *
c) Antes de comprobar que la aplicaciôn transforma una recta en - 
otra paralela, veamos que un piano se transforma en otro para- 
lelo. En efecto:
Sea el piano definido por la ecuaciôn u x + v y + * z + r = o  
que se transforma en u(2r^ - x) ♦ v(2rg - y) + *(2rg - z)+r = o, 
es decir, en el piano (-u,-v,-e,2r^u * 2rgV + Zr^e + r), que es -
evidentemente, paralelo al primero.
Supongamos, ahora, la recta determinada por dos puntos,
y P^; el piano R + P^ + P^ se transforma en el piano R+P^ + P^ , -
que es igual a R + P^ + P^, por ser paralelo y tener un punto -
comûn con él. Otro piano que contenga a P ♦ P y no contenga
° f fa R se transformara en un piano paralelo que contiene a P^ ♦ P^ .
En consecuencia, la recta P^ P^ intersecciôn del p i a n o --
R + P^ + P^ y otro piano %  , que no contiene a R, se transfor 
ma en la intersecciôn de R + P^ + P^ y el transformado de cx , 
que es paralelo a este, luego la recta transformada es parale­
la a P^ + P^ .
Por tanto, se verifies que puntos alineados se transforman 
en puntos alineados y coplanarios con los anteriores.
d) Si un punto P ■ ^*o'^o’*o^ ^ su transformado
P^ * (2Tj - x^, 2Tg - y^, 2Tg - z^) satisfacen las 
ecuaciones de dos pianos distintos, es decir, pertenecen a la 
recta intersecciôn de ambos pianos, satisfarân las ecuaciones
ux + vy + wx + r m o  y u'x v'y + w'x + r' = o correspon
dientes a los pianos CX y ^3 •
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Veamos que R satisface también las dos ecuaciones.
Si P € CK. • entonces ux^  ♦ vy^  ♦ + r « o
Si P^€ OC . entonces
u(2r^  - x^ ) ♦ v(2Tg - y^ ) ♦ w(2Tg - x^ ) ♦ r ■ o
y de aqui, 2ur^ ♦ 2vTg ♦ ZwTg - ux^ - vy^ - ♦ r - o, y, —
entonces, 2ur^ ♦ Zvr^ ZwTg + 2 r « o ,  y R è o c ,
Anâlogamente se efectûa para .
AXIONA VII
Antes de définir una relaciôn de ortogonalidad entre las 
rectas de cualquier piano del espacio y al objeto de aligerar el - 
câlculo, vamos a atribuir un significado algebraico al puramente - 
geométrico de recta definido hasta ahora.
Supongamos una recta determinada por dos puntos;
A «= (x^.y^.z^) y B = (x^ .^y^ .^z^ )^ que es intersecciôn de dos pianos 
(u,v,w,r) y (u',v*,w',r*).
Se puede ver, por simple cômputo, que los puntos de la —  
recta que pertenecen a ambos pianos vienen dados por las ecuacio—  
nés
: = *o + ^
A  ^ 1 -  fo)
“ *o>
164
Pues bien, dentro de un piano cualquiera del espacio, po- 
demos définir la relaciôn de ortogonalidad de la siguiente manera: 
Dos rectas determinadas por sendos pares de puntos, P^ ■ ^*o’^ o'*o^
Pj -  (x^,yj.Zj), p; .  y P{ -  (« i.y i.x i)
X - Xq ♦ X (x^  - x^ ) X - x; ♦ A (*i - *;>
f - fo » % (?! - fo) y - ♦ X (Pi - y;)
* - *o * X (*1 - *o> » - *; ♦ X(x^ - x;)
son octogonales si
- *;> ♦ (^1 - - y;) ♦ ('i - :o)(z; -'o* "°
Es évidente que con esta definiciôn de ortogonalidad y la 
definiciôn de las rectas se verifican 0.1, 0.2 y 0.4, como se pue­
de comprobar en la geometrla elemental.
Para comprobar que se cumple la propiedad 0.3, podemos —  
aplicar un criteria algebraico al paralelismo de rectas que se —  
corresponde con el criteria geométrico ya visto. Sean los puntos 
P , P,. P', P•, entonces, P_ + P. P' ♦ PI si y sôlo si
O X O X  O X O X
X (x; - X-)
Pc -  P i -  X (y ; -  y^)
Con este criterio se comprueba inmediatamente que ambas - 
rectas son coplaunarias y no concurrentes. Es valida esta candi—  
ciôn para que se cumpla 0.3, como se puede comprobau* en la geome—  
tria elemental.
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AXIOMA VIII
Se cumple trivialmente, pues el cuerpo de los numéros rea 
les es compléta.
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4.2 INDEPENDENCIA DE LOS AXIOMAS
Con el objeto de mostrar la independencia de los axiomas, 
trataremos de construir unos modelos de geometries, donde se veri- 
fiquen siete de ellos y no se verifique aquel del que se quiere —  
mostrar su independencia.
A taies modelos los designaremos por NI, Mil, NIII, ...
NVIII, entendiendo por NI al modelo donde se verifican todos los - 
axiomas menos el primero, NII donde se verifican todos menos el se 
gundo, y asi sucesivamente.
Independencia del Axic
Nuestro modelo NI consistirà en un par de puntos P^ y Pg, 
un par de rectas y Fg que contienen a P^ y no contienen a Pg, y 
un piano que contiene a los cuatro elementos anteriores.
Es évidente que no se verifies el axioma I.
AXIOMAS II, III, IV, V, VI y VIII: Se verifican por no cumplirse - 
las condiciones de las hipôtesis.
AXIOMA VII: Para comprobar que se verifies definimos la relaciôn - 
entre las rectas de nuestro piano, de tal manera que p(r^) “ *“g y 
p(Fg) = r^, entonces se verifies 0.1 y 0.2 y, por no cumplirse las 
condiciones de las hipôtesis, 0.3 y 0.4.
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Independencia del Axioma II
Nuestro modelo NII consiste en un conjunto de rectas for- 
mado por la recta real r^ y una recta r^ 4 r^  ^que sôlo tiene un —  
punto, que es el de intersecciôn con r^ ,^ y el piano el conjunto —  
formado por la recta r, y sus puntos y la recta r_.
Evidentemente no se verifies el axioma II. Comprobemos —  
que se verifican los restantes.
AXIONA I: Se verifies trivialmente.
AXIONAS III, IV y V: Se verifican por no cumplirse las condiciones
de las hipôtesis.
AXIOMA VI: Dados dos puntos cualesquiera de r^, P y Q, definimos 
el punto R = (P + Q)/2 y a partir de ahi, la aplicaciôn
f: X ----» 2R - X
Esta aplicaciôn es biyectiva, distinta de la identidad, - 
f^ =1, existe un ûnico punto fijo, precisamente R, y transforma - 
la recta r^  ^en ella misma.
AXIONA VII: Definimos la relaciôn p entre las rectas del piano,
de manera que, p(r^) = r^, pCr^) = que verifies 0.1 y 0.2 y, - 
por no cumplirse las condiciones de las hipôtesis, 0.3 y 0.4.
AXIOMA VIII: Se verifies trivialmente, pues r^ es continua.
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Independencia del Axiomm III
Nuestro modelo NIII consiste en el conjunto de puntos del 
espacio real tridimensional, el conjunto de rectas del mismo y. co 
mo pianos, las cuAdruplas de elementos de V, (u.v.w.r), donde u,v, 
w no son todos nulos. Diremos que un punto (x.y.z) pertenece a un 
piano si se verifies la ecuaciôn
ux + vy + az + r -  o
Es évidente que très puntos no alineados y alineados dos 
a dos pertenecen a més de un piano, concretamente, a la ruédrupla 
(u,v,v,r) y a sus proporcionales, que por la definiciôn de piano, 
son distintos. Luego, no se verifies el axioma III.
Los restantes axiomas se verifican trivialmente, como ya 
se ha demostrado en la compatibilidad de los mismos.
Independencia del Axiosm XV
Nuestro modelo NTV consiste en dos pianos y 0 7^, que son 
las dos hojas de una superficie cônica de revoluciôn, un punto P, 
que es el vértice de dicha superficie cônica y las rectas serén —  
las semirrectas de cada hoja que tienen en comûn P.
Es évidente que los pianos y ot^  tienen en comûn el pun 
to P y ninguno mâs. luego no se verifica el axioma IV.
Veamos si se verifican los restantes axiomas:
AXIONAS I, II, III, V, VI y VIII: Se verifican por no cumplirse
las condiciones de las hipôtesis.
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AXIONA VII: Se verifica definiendo en cada piano la siguiente re­
laciôn: A cada recta le hacemos corresponder su recta diametralmen 
te opuesta. Es évidente que se verifican 0.1 y 0.2 y, por no ve- 
rificarse las condiciones de las hipôtesis, 0.3 y 0.4.
Independencia del Axioma V
Nuestro modelo NV consiste en el piano real IR^ , con sus - 
rectas y sus puntos. Es évidente que no se verifica el axioma V, 
pues dados cualesquiera très puntos del piano no alineados y alinéa 
dos dos a dos, no existe otro punto que no sea coplanario con ellos.
Veamos que se verifican los restantes.
AXIONAS I, II, VI, VII y VIII: Se verifican tal y como se demostrô 
al tratar la compatibilidad de los axiomas del piano en el capitu—  
lo 2.
AXIONA III: Se verifica evidentemente, pues cualesquiera très pun
tos determinan el ûnico piano existante B^.
AXIONA IV: Se verifica por no cumplirse las condiciones de las h^
pôtesis.
Independencia del Axioma VI
Nuestro modelo MVI consiste en cuatro puntos A, B, C, D; 
como pianos las temas de dichos puntos, y como rectas los pares - 
de los mismos mâs una recta en cada piano que contiene sôlo uno de 
los vertices.
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Es évidente que no se verifica el axioma VI, pues en cada 
recta existen a lo mâs dos puntos y no existe un tercero que sea -
el centre de la alineaciôn que los intercambia.
Veamos que se verifican los restantes axiomas:
AXIONAS I, II, III, TV y V: Se verifican trivialmente.
AXIONA VII: Si en cada piano definimos la relaciôn entre rectas - 
de la siguiente manera, en el vértice en el que concurren très rec 
tas, scan las que tienen dos puntos, ortogonales entre si, y la —  
tercera que sôlo tiene en comûn dicho vértice, ortogonal a la ter­
cera recta del piano que contiene dos puntos, y ésta a aquélla.
Entonces, en cada piano se verifican trivialmente 0.1 y - 
0.2. Se verifica, asimismo 0.3, por no cumplirse las condiciones 
de las hipôtesis. En cuanto a 0.4, el punto de la intersecciôn de 
las alturas en cada triângulo es precisamente el punto donde con—  
curren las très rectas que tienen un punto comûn en cada piano.
AXIONA VIII: Se verifica por no cumplirse las condiciones de las
hipôtesis.
Independencia del Axioam VII
Nuestro modelo NVII consiste en un ûnico punto, en una —  
ûnica recta que contiene ese punto, y en un ûnico piano que contie 
ne a ambos.
Es évidente que no se verifies el axioma VII. pues no —  
existe una segunda recta que pueda ser ortogonal a la existante.
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El resto de los axiomas se verifican por no cumplirse las 
condiciones de las hipôtesis.
Independencia del Axioma VIII
Nuestro modelo NVIII serâ el espacio racional tridimensio 
nal, con la geometrla analitica elemental de puntos, rectas y pia­
nos.
Es évidente que no se verifica el axioma VIII, y sin embar 
go, si se verifican los restantes. Bastaria considérât en la demos 
traciôn de la compatibilidad de los axiomas, en 4.1, en vez del 
cuerpo P, el cuerpo (Q, y observer que ninguna de las ecuaciones ob- 
tenidas en dicha demostraciôn lleva a la co.nsideraciôn de elementos 
irracionales.
A p E N D I c  E
SOBRE LA GEXERALIZACION AL ESPACIO N-DIMENSIONAL
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A.o nmtoDucciON
Parece natural pensar que, a la vista del desarrollo de 
la presente memoria, la axiomética propuesta debiera poder exten—  
derse al caso n-dimensional. Es lo que haremos en el presente —  
apéndice de dos modos distintos, uno, el puramente algebraico, y - 
otro, el geométrico.
Sin embargo, como se veré tanto uno como otro, una vez - 
perdida la nociôn intuitiva tan importante en los capitules anterio 
res, nos conducen a resultados que carecen en principle de un inte- 
rés claro y no aportem nada nuevo al objeto de nuestro trabajo. Es 
por lo que se hace en el modo algebraico una iniciaciôn de la gene­
ralization definiendo puntos y un espacio vectorial, a partir del - 
cual se pueden définir bases y el concepto de recta e hiperplano —  
ortogonal a ella y , en general de hiperplano.
En cuanto al modo geométrico, se coraienza el estudio del 
ejemplo de dimension cuatro, en el que se han debido anadir un cier 
to numéro de axiomas, con respecto a los del capîtulo 3, para ase—  
gurarnos que las incidencias entre los distintos elementos que se - 
definen tengan las propiedades adecuadas. Se inicia una generalize 
ciôn de los axiomas, via induction, para el espacio n-dimensional, 
lo cual nos lleva a una gran complejidad axiomética que, en reali­
dad, no conduce a ningûn resultado interesante fuera del ya obteni­
do en el modo algebraico.
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A.l MODO ALŒBRAICO
Supongamos un piano como conjunto de puntos y rectas, —  
con la relaciôn binaria de pertenencia, y en el que se verifican - 
los cinco axiomas propuestos en el capîtulo 1. AllI obtuvimos la 
caracterizaciôn de los elementos de una recta como elementos de un 
cuerpo F conmutativo, ordenado y completo.
Consideremos, pues, f”, y definamos como punto X del 
n-espacio la n-pla (x^, Xg, ... x^) con x^<E F para todo 1. Def^ 
nimos a partir de aquI el vector determinado por dos puntos X, Y -
de f”, como la n-pla (y^-x^, yg-Xg, .... F * cada una de -
estas diferencias las llamaremos coordenadas del vector.
Pues bien, definiendo en el conjunto de vectcres la equ^ 
polencia de manera que un vector determinado por dos puntos X, Y - 
de F" es equipolente a otro vector determinado por los puntos X*, 
Y', si y sôlo si las coordenadas de ambos son las mismas, se obtie 
ne de forma inmediata que esta relaciôn es de equiValencia, y el - 
conjunto cociente lo llamamos conjunto de los vectores libres, y a 
las clases de equivalencia vectores libres del espacio n-dimensio­
nal .
A partir de aqui se puede définir de forma natural, en - 
primer lugar la adiciôn de vectores libres, haciendo corresponder 
a cada par de vectores, otro vector cuyas coordenadas son la suma 
de las coordenadas de los otros dos; y, en segundo lugar, el pro—  
ducto por un elemento de F de la forma siguiente:
-  X^), )i(yg - X g ) ............... - Xjj))
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Y se comprueba inmediatamente que con estas dos operacio 
nés el conjunto de los vectores libres de F** es un espacio vecto—  
rial sobre el cuerpo F.
A partir de aqui se puede définir dependencia lineal de 
vectores y sus propiedades del modo usual, y deducir el Teorema de 
la base de un espacio vectorial.
Asi las cosas, se pueden définir igualmente, variedades 
lineales vectoriales engendradas por un conjunto de vectores —  
G « I v^, Vg, .... v^^ como el conjunto de todos los vectos x ta­
ies que
r r
que serâ la ecuaciôn vectorial de la variedad lineal engendrada por 
los vectores v^, Vg, ... v .
Por ultimo, si V es el espacio vectorial sobre el cuerpo 
F, D una variedad lineal vectorial engendrada por un conjunto G de 
vectores, y a un vector de V, se llama variedad lineal afin de or£ 
gen a y variedad de direcciôn D, al conjunto A de todos los vecto­
res de V que se obtienen sumando el vector a con cada uno de los - 
vectores de D, lo que se express simbôlicamente asi
Es inmediato définir aqui el paralelismo entre dos varie 
dades afines de la misma dimensiôn y pertenecientes ambas a una —  
misma variedad de una dimensiôn inmediatamente superior; también - 
todas las posibles incidencias entre variedades; y, por ultimo, la 
relaciôn de ortogonalidad que mâs interesa, que es la de recta e -
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hiperplano, coneiderando éste como cualquier variedad afin de di—  
mensiôn n-1 en el espacio de dimensiôn n.
Pero todo este tratamiento se puede encontrar en cual--
quier tratado de Algebra Lineal, y no se corresponde con el objeto 
del présente trabajo.
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A.2 MODO GEOMETRICO
Sean en el tetraespacio (n-espacio), cuatro (n) conjuntos, 
uno de "puntos", otro de "rectas", otro de "pianos", y otro de - 
"triplanos" (en el n-espacio continuarlamos hasta los (n-l)-planos), 
y très relaciones binaries ((n-1) relaciones binaries), entre un - 
punto dado P y una recta dada I "P esté (situado) sobre 1" (P € 1); 
otra entre un punto dado P y un piano dado , "P esté (situado) so 
bre oC " (P € ); y otra entre un punto dado P y un triplano CL ,
"P esté (situado) sobre CL " (P € QL), (en el n-espacio continua­
rlamos con la relaciôn entre un punto y un tetraplano, pentaplano, 
hasta un hiperplano (n-l)-plano). Estas relaciones pueden ser ver 
daderas o falsaa para los pares P y 1, P y # ,  P y CL .
Todos los axiomas pueden ser expresados en términos de - 
estas relaciones. Sin embargo, también utilizaremos expresiones - 
équivalentes, con el objeto de aligerar el lenguaje, como "P perte 
nece a 1", "P pertenece a ac "p pertenece a QL o, "1 contie­
ne a P", " oc contiene a P", " ccr.f’ene a P" o, "1 pasa por P".
Podemos decir que 1 y m se encuentran en P, si P esté a 
la vez sobre 1 y sobre m, y si P es el ûnico punto sobre 1 y m, di 
remos que "1 y m se cortan en P", o que "P es la intersecciôn de - 
1 y m".
Definicién
Sean 1 y ■ dos rectas cuvos puntos estén en un mismo pla 
no, taies que 1 = m, o bien, ningûn punto P esté a la vez sobre 1 
y  m; entonces decimos que 1 y  ■ son paralelas, y  escribimos 1 II a.
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Si 1 y ■ no son paralelas y todos sus puntos pertenecen 
a un mismo piano, existe al menos un punto P a la vez sobre 1 y a.
Definiciôn
Sean oC y do" pianos cuyos puntos estén en un mismo 
triplano, taies que oC « ^3 , o bien, ningûn punto P esté a la —  
vez sobre QC y ^  ; entonces decimos que oC y son paraie—
los, y escribimos o< H ^ 3 .
Si no es paralelo a ^ 3 , entonces existe al menos un 
punto a la vez sobre cx y .
Definiciôn
Sean y Ü  dos triplanos, taies que = Ü  , o - 
bien que ningûn punto P esté a la vez sobre Q, y Ü  . entonces - 
decimos que Q, y son paralelos, y escribimos C\_ U b
A continuaciôn definiriamos el paralelismo entre rectas 
y pianos, entre rectas y triplanos, y entre pianos y triplanos, y 
esto en dimensiôn cuatro. Las definiciones de paralelismo aumenta 
rian de forma espectacular si nos moviéramos en el espacio.
Veamos qué ocurre con los axiomas.
199
AXIOWA I
Si existed dos puntos distintos P y Q, existe un y sôlo 
uns recta 1, tal que P esti sobre 1, y Q esté sobre 1. Escribimos 
1 - P  + Q.
AXIOMA II
Si existed dos pudtos distintos alineados P y Q, existe 
un punto M no alineado con elloa.
AXIOMA III
Si existed très puntos P, 0, M no alineados y alineados 
dos a dos, existe un ûnico piano , que los contiene. Escribimos 
- P ♦ Q ♦ M.
AXIOMA IV
Si dos pianos oC y yS tienen un punto comûn P, tienen - 
al menoB otro punto comûn Q.
AXIOMA V
Si existed très puntos distintos no alineados P, Q, N, y 
alineados dos a dos, existe un punto T no coplanario con ellos.
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AXIOMA VI
Si existen cuatro puntos no coplanarios, P, Q, M, T, exis 
te un ûnico triplano que los contiene. Escribimos
- P * Q  + M + T
AXIOMA VII
Si un piano oC tiene très puntos comunes con un triplano 
, entonces todos los puntos de =< est&n en CL •
AXIOMA VIII
Si dos triplanos tienen un punto comûn, entonces tienen 
al menos otros dos puntos en comûn.
AXIOMA IX
Si un piano tiene un punto en comûn con un triplano 
, tiene al menos otro punto en comûn.
Estos axiornas serîan los correspond!entes a las inciden—  
cias entre puntos, rectas, pianos y triplanos, faltan evidentemente 
todos los referentes a paralelismo, incluidos como hipôtesis en los 
capltuloB 1 y 3, ya que parece razonable pensar que los axiomaa de 
existencia de alineaciones y ortogonalidad en los i-pianos del espa 
cio pudieran conducir a los axiomas de paralelismo, como ha ocurri- 
do en dichos capitulos 1 y 3
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Debemos afladir que los axiomas de incidencia referidos a 
triplanos ban sido propuestos no precisamente por una necesidad —  
més o menos intuitive, y si con la intenciôn de que se verifique - 
geofflétricamente lo que se verifies en los espacios vectoriales de 
dimensiôn cuatro. Un ejemplo de ello es el axiome VIII, ya que la 
intersecciôn, si es no vacia, de dos variedades afines de dimensiôn 
très en un espacio vectoriel tetradimensional, es una variedad de 
dimensiôn dos.
En la generalizaciôn al n-espacio los axiomas aerlan —  
enunciados por via de inducciôn, por ejemplo: "ai existen 1 puntos 
no pertenecientes a un (i-Z)-plano, existe un ûnico (i-l)-plano —  
que los contiene, para i > 3”.
Es decir, al trabajar en este modo geométrico, llegamos 
a que en la generalizaciôn a un n-espacio los axiomas pierden abso 
lutamente tal carécter geométrico.
Como consecuencia inmediata parece lôgico concluir que - 
la soluciôn a la generalizaciôn que pretendiamos se encuentra en - 
el modo algebraico, que ya ha sido estudiado como se ha dicho ante 
riormente, y que no reviste mayor interés en la realizaciôn de es­
ta memoria.
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